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Re´sume´
La transforme´e en ondelettes a e´te´ introduite ces dernie`res anne´es dans le domaine
du traitement des donne´es multime´dia car elle permet une repre´sentation compacte des
informations. C’est pourquoi cette repre´sentation s’ave`re tre`s bien adapte´e au traitement
des images, notamment dans la prise en compte de certaines de leurs singularite´s. Tou-
tefois le sche´ma d’analyse le plus souvent utilise´ est un mode`le se´parable peu adaptatif.
Tre`s re´cemment des ame´liorations ont e´te´ obtenues en adaptant l’ensemble des fonctions
d’analyse constituant la transforme´e aux singularite´s de l’image. L’une des familles de
solutions s’appelle les transforme´es en ondelettes ge´ome´triques. C’est dans ce cadre que
ce travail de the`se va s’inscrire.
La premie`re transforme´e en ondelettes ge´ome´triques adaptatives que nous e´tudions est
la transforme´e en bandelettes de premie`re ge´ne´ration propose´e par Le Pennec (Le Pennec
E. et al. ICIP 2000). Cette transforme´e exploite un processus de de´tection de contours
effectue´ sur l’image afin de de´former l’ensemble des fonctions d’analyse et de synthe`se
associe´es a` la transforme´e, ceci pour les adapter aux contours de´tecte´s. La transforme´e
e´tant essentiellement de´finie dans le domaine continu, nous avons repris le concept de
chaque e´tape (de´tection de contours - boite englobante - transforme´e sur l’intervalle) de
la transforme´e afin d’en de´finir une alternative plus directement en lien avec les contraintes
du sche´ma nume´rique. Nous avons e´galement oriente´ cette e´tude suivant une application de
restauration d’image. Cela nous a conduit a` la de´finition d’une variante de la transforme´e
ayant une redondance plus importante que la version initiale.
Nous avons ensuite propose´ d’ame´liorer la souplesse de la prise en compte des singu-
larite´s a` travers une nouvelle transforme´e, en partant du principe que le contour n’e´tait
pas force´ment le meilleur moyen pour caracte´riser la ge´ome´trie d’une image.
Cette deuxie`me transforme´e en ondelettes ge´ome´triques adaptatives que nous propo-
sons s’appuie sur un sche´ma de lifting base´ sur des treillis quinconces pour obtenir une
monte´e en e´chelles plus adapte´e qui ne privile´gie aucune direction particulie`re lors de la
de´cimation. Ce sche´ma se traduit par des fonctions d’analyse dont le comportement est
tre`s similaire aux fonctions d’analyse employe´es dans le filtrage bilate´ral (Tomasi C. et al.
ICCV 1998). Le filtrage bilate´ral s’adapte a` la ge´ome´trie de l’image a` partir de la distance
euclidienne entre les e´le´ments pre´sents dans le support de la fonction d’analyse. Nos fonc-
tion d’analyses feront de meˆme mais a` partir de la distance ge´ode´sique. Nous de´finissons
alors ce que nous entendons par distance ge´ode´sique dans le cadre des signaux, notam-
ment en ce qui concerne la remise en cause de leur topologie. Le type de singularite´ que
nous mettrons en valeur a` travers cette transforme´e ne sera alors plus le contour puisque
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nous ne privile´gierons pas de forme particulie`re. Le support des fonctions d’analyse et de
synthe`se va avoir des formes beaucoup plus diverses que dans le cadre de la transforme´e en
bandelettes. En effet, le support d’une fonction a` une meˆme e´chelle peut varier du simple
pixel a` une grande partie de l’image a` travers la mise en valeur des composantes connexes
de l’image. L’adaptation des fonctions d’analyse ne se fait plus sur une singularite´ en
particulier, mais a` travers les frontie`res des principales zones constituant l’image.
Ces deux transforme´es seront confronte´es aux applications de suppression de bruit et de
suppression de l’effet de blocs lie´ a` la compression d’une image JPEG. Nous commenterons
l’ensemble de ces re´sultats afin de mettre en e´vidence les apports ainsi que les limites de
ces approches.
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Introduction
La transforme´e en ondelettes est l’un des outils de ces dernie`res anne´es qui a rencontre´
le plus de succe`s aupre`s de la communaute´ scientifique dans le domaine du traitement du
signal et de l’image. Elle a, en effet, permis d’enrichir le choix des outils du traitement
du signal. Elle trouve sa conse´cration dans le domaine de la compression d’images et de
se´quences d’images, a` travers la norme JPEG2000 qui ame´liore les performances de JPEG.
La transforme´e en ondelettes, comme la transforme´e de Fourier, permet la de´composition
du signal a` partir d’une base orthogonale de fonctions d’analyse, mais en introduisant une
localisation de l’information extraite par l’analyse (fonction d’analyse a` support fini) et un
aspect multi-re´solution. Cette transforme´e offre e´galement une plus grande liberte´ quant
au choix des fonctions d’analyse constituant la transforme´e, proposant par exemple une
meilleure localisation spatiale ou une meilleure localisation fre´quentielle et permettant
ainsi de spe´cialiser la transforme´e a` une application donne´e.
Dans le cadre de cette the`se, nous allons limiter notre e´tude aux images. Avec ce
type de signal s’ajoute, pour la transforme´e en ondelettes, la proble´matique de la prise en
compte de la ge´ome´trie de l’image. La transforme´e en ondelettes classique 2D issue d’une
construction se´parable des fonctions d’analyse donne des re´sultats dans certaines applica-
tions mais ne prend pas en compte l’organisation spatiale des singularite´s. Elle prend en
charge ces singularite´s puisqu’elle les appre´hende a` travers chaque ligne et chaque colonne
de l’image mais elle le fait a` la manie`re d’un signal 1D. C’est pour cela que des trans-
forme´es en ondelettes spe´cifiques aux images sont apparues. Le but de ces transforme´es
est de jouer sur la liberte´ qu’offrent les fonctions non se´parables 2D dans la construction
de fonctions d’analyse adapte´es a` la ge´ome´trie de l’image.
L’objectif principal de la the`se sera donc une e´tude de certaines transforme´es en on-
delettes ge´ome´triques pour des applications en restauration d’image. Les applications de
restauration que nous e´tudierons sont plus pre´cise´ment, la suppression du bruit et la
suppression des effets de blocs issus de la compression des images a` partir de la norme
JPEG. La confrontation simultane´e de transforme´e en ondelettes ge´ome´triques a` ces deux
types de de´te´rioration est inte´ressante car la taille du motif correspondant varie d’une
de´te´rioration a` l’autre. Nous avons dans le premier cas, e´tant donne´ le type du bruit que
nous utiliserons pour nos tests (blanc gaussien), un motif de la de´te´rioration que nous
pouvons assimiler au pixel lui-meˆme. Dans le cadre de la suppression d’effet de blocs le
motif est beaucoup plus important puisqu’il correspond aux zones carre´es de taille 8 × 8
(16 × 16 ou 32 × 32) de la transforme´e locale en cosinus discrets. Analyser la restauration
pour les deux types de motifs indique le comportement des transforme´es en ondelettes
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face a` diffe´rentes ”ge´ome´tries” de de´te´rioration. La question sera de savoir dans quelle
mesure une transforme´e en ondelettes ge´ome´triques peut influencer la suppression d’une
de´te´rioration ayant sa propre ”ge´ome´trie”.
Afin de situer les transforme´es que nous pre´sentons dans cette the`se, nous allons
de´buter, avec le premier chapitre, par un rappel des transforme´es en ondelettes ge´ome´tri-
ques existantes. L’objectif de ce rappel sera d’offrir au lecteur une vision la plus large
possible des transforme´es en ondelettes ge´ome´triques. A` travers ce rappel, nous ferons
e´merger le principe des ondelettes ge´ome´triques a` partir de deux cate´gories qui semblent
se dessiner : les transforme´es en ondelettes ge´ome´triques a` bases fixes et les transforme´es
en ondelettes ge´ome´triques adaptatives. Nous verrons e´galement deux manie`res de calcu-
ler la transforme´e suivant qu’elle est conc¸ue ou non a` partir d’un sche´ma dit de lifting.
Les transforme´es utilisant ce sche´ma de lifting auront tendance a` inte´grer la ge´ome´trie
dans la fonction d’analyse alors que, dans le cas contraire, la transforme´e aura plutoˆt ten-
dance a` remettre en cause l’ordonnancement du signal avant d’effectuer une transforme´e
en ondelettes se´parables.
Dans le deuxie`me chapitre, nous avons e´tudie´ tout particulie`rement l’une de ces
transforme´es en ondelettes ge´ome´triques adaptatives : la transforme´e en bandelettes de
premie`re ge´ne´ration d’Erwan Le Pennec [42]. S’appuyant sur une identification de la
ge´ome´trie de l’image a` partir de la de´tection de ses contours, cette transforme´e en onde-
lettes adapte le signal a` la structure de la transforme´e en ondelettes se´parable 2D. Des
bandes sont construites autour des contours de´tecte´s, puis de´forme´es afin d’adapter leur
contenu a` la transforme´e en ondelettes se´parables : une singularite´ de l’image est, apre`s
de´formation, assimilable a` une ligne ou une colonne. Nous avons e´tudie´ cette transforme´e
dans le cadre de la restauration d’images. Il n’existe pas a` ce jour d’implantation libre
disponible ou meˆme de proposition algorithmique de la de´composition d’Erwan Le Pen-
nec. L’e´tude de cette transforme´e nous a amene´ a` la de´finition d’une alternative cherchant
une transposition plus directement lie´e au domaine discret de la transforme´e. Nous al-
lons proposer une version simplifie´e de la transforme´e, notamment en ce qui concerne les
contraintes de formes sur les bandes en jouant sur la liberte´ qu’offre la redondance. Nous
e´valuerons cette transforme´e nume´rique sur des applications de suppression de bruit et
de suppression de l’effet de blocs que nous avons e´voque´es pre´ce´demment.
Nous constaterons, a` travers cette transforme´e, une forme de se´paration arbitraire des
e´chantillons de l’image puisque fonction de parame`tres tels que l’e´paisseur des bandes, ou
le seuil utilise´ pour l’identification des pixels de contours qui influencera la distribution
de ceux-ci. Cette se´paration est une source de difficulte´s pour le comportement de la
transforme´e en Bandelettes de premie`re ge´ne´ration. Nous allons chercher a` de´finir, dans le
troisie`me et dernier chapitre, une transforme´e en ondelettes ge´ome´triques adaptatives dont
la se´paration des e´le´ments sera la conse´quence de l’identification de la ge´ome´trie et sur
laquelle s’appuiera l’adaptation des fonctions d’analyse. Dans cette nouvelle transforme´e,
notre source de proble`me deviendra l’outil de notre prise en compte de la ge´ome´trie. Ce
travail trouve son origine dans l’e´tude des varie´te´s et de leur inte´gration de la forme d’un
ensemble. Il s’est ensuite concentre´ sur l’un des aspects associe´s aux varie´te´s : la distance
8
Introduction
ge´ode´sique.
Une partie de la pre´sentation sera alors consacre´e a` la de´finition de ce que nous en-
tendons par distance ge´ode´sique pour un signal directement appre´hende´ dans le domaine
discret. Ce changement de point de vue sur le signal que constitue la varie´te´, aura en
fait des re´percussions sur les caracte´ristiques globales du signal : en conside´rant le signal
comme une varie´te´, nous allons remettre en cause sa topologie et par la meˆme occasion
la distribution de ses composantes connexes. Cette e´volution aura des conse´quences qui
mettront en valeur les singularite´s de l’image : si un contour correspond a` la frontie`re
entre deux composantes connexes de l’image, la distance ge´ode´sique entre deux e´le´ments
du signal, de part et d’autre du contour, sera infinie. Exploite´ a` travers un sche´ma de lif-
ting, notre distance ge´ode´sique permettra de prendre en compte les singularite´s de l’image
quelles que soient leurs tailles tout en prenant en compte le contexte de cette singularite´ :
la distance ge´ode´sique prend en compte la configuration globale de l’image. Nous voyons
apparaˆıtre, a` travers ce sche´ma, la se´paration des e´chantillons du signal en fonction de
la ge´ome´trie de l’image. Nous reviendrons sur ce comportement tre`s particulier de la
distance ge´ode´sique et sur l’information qu’elle apporte a` une transforme´e en ondelettes
ge´ome´trique tout au long de la pre´sentation des e´tapes de la transforme´e. Nous confron-
terons enfin la transforme´e aux applications de suppression de bruit et de suppression de
l’effet de blocs comme pour la transforme´e en bandelettes de premie`re ge´ne´ration.
Cette dernie`re partie nous ouvrira de nombreuses perspectives que nous de´taillerons
a` la fin de ce me´moire.
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Chapitre 1
Ondelettes ge´ome´triques
1.1 Pourquoi des ondelettes ge´ome´triques ?
Les transforme´es en ondelettes font partie des outils de repre´sentation creuse des si-
gnaux. L’ide´e est de repre´senter la majeure partie des informations du signal a` partir d’un
nombre de coefficients le plus restreint possible. En lien avec la mode´lisation du signal
dont de´coule le choix de la famille des fonctions analysantes, cela permet de multiples trai-
tements. Parmi les premie`res repre´sentations creuses, la transforme´e de Fourier consiste
en la de´composition d’un signal a` partir d’une famille orthogonale de sinuso¨ıdes dont le
support correspond au support du signal analyse´. Cette repre´sentation, ide´ale dans le cas
des signaux re´guliers, ne se comporte pas aussi bien que nous le souhaiterions pour des
signaux contenant des singularite´s : la fonction analysante, captera ne´cessairement une
partie de l’information correspondant a` la singularite´. Cela correspond a` une dispersion
de l’e´nergie qui est a` l’oppose´ de ce que l’on recherche dans les repre´sentations creuses. Un
autre proble`me de cette transforme´e est qu’elle ne comporte aucune information spatiale
et ne permet donc aucune mise en correspondance entre un coefficient e´mergeant dans la
transforme´e et la localisation potentielle d’un phe´nome`ne.
La transforme´e en ondelettes [47] a` travers une construction multire´solution et l’exploi-
tation de fonctions d’analyse a` support compact propose une alternative a` la transforme´e
de Fourier. Cette transforme´e est ide´ale pour la repre´sentation des signaux re´guliers par
morceaux 1D avec, de plus, une localisation plus efficace des singularite´s du signal du fait
de l’utilisation des fonctions d’analyse a` support compact.
Ne´anmoins, son application dans le traitement des images a fait apparaˆıtre de nou-
veaux sche´mas car l’optimalite´ de la transforme´e pour la repre´sentation des signaux
re´guliers par morceaux n’est pas ve´rifie´e pour les signaux a` deux dimensions. Le but de ces
transforme´es est d’ame´liorer la concentration de l’e´nergie dans un minimum de coefficients
de transforme´e pour aller dans le sens d’une repre´sentation creuse. Cette concentration
correspond a` une ame´lioration de la de´croissance de l’erreur quadratique entre l’image
initiale et l’image reconstruite au fur et a` mesure de la prise en compte des coefficients de
plus basse e´nergie.
L’optimalite´ de cette de´croissance pour les signaux 1D est due a` la conception spe´cifique
des fonctions d’ondelettes et d’e´chelles. Pour les signaux 2D, nous pouvons effectuer une
transposition de la transforme´e en utilisant la se´parabilite´ du produit de convolution des
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fonctions analysantes [47]. Par contre l’utilisation de cette version de la transforme´e ne
garantit plus l’optimalite´ de la transforme´e. Cela est duˆ au choix arbitraire des directions
d’analyse de l’image : l’analyse sera efficace principalement pour des singularite´s verticales
ou horizontales.
Afin d’illustrer cette caracte´ristique de la transforme´e en ondelettes 2D se´parable,
nous avons ge´ne´re´ plusieurs droites forme´es par le meˆme nombre de pixels mais ayant des
directions diffe´rentes. La figure 1.1 correspond a` une partie des 29 droites ge´ne´re´es pour
le test (leurs orientations allant de 0 a` 45 degre´s par rapport a` l’horizontal).
0 3.94 7.85 11.69 15.42 19.02 22.48 25.77
28.88 31.83 34.59 37.18 39.61 41.88 43.99 45
Figure 1.1: Une partie des images de test (ne´gatif de l’image e´tudie´e avec en dessous l’angle
correspondant).
Nous avons, a` chacune des images contenant les droites, applique´ une transforme´e en
ondelettes avec la fonction d’ondelettes de Daubechies a` 10 moments nuls. Nous avons
ensuite supprime´ tous les coefficients dont la valeur absolue se situait en dessous de 100
(pour un intervalle des donne´es correspondant a` J0,255K). Une fois la transformation
inverse effectue´e nous avons mesure´ l’e´nergie restante en fonction de l’e´nergie des images
initiales (toutes les images initiales ayant la meˆme e´nergie). La courbe 1.2 donne les
pourcentages d’e´nergie restitue´es. On peut constater que l’e´nergie ne diminue pas qu’en
fonction du seuil choisi mais bien e´galement en fonction de la direction de la singularite´
traite´e.
Nous proposons dans la figure 1.3 quelques unes des synthe`ses des images de droites
une fois le seuillage effectue´ afin d’illustrer le comportement de la transforme´e se´parable
2D. Ces illustrations, ainsi que la courbe de la figure 1.2 montrent que le comportement
de cette transforme´e (en termes de concentration de l’e´nergie) re´agit diffe´remment en
fonction des caracte´ristiques de la singularite´ e´tudie´e. En particulier la figure 1.2 indique
que la restitution de l’e´nergie par la transforme´e 2D se´parable diminue au fur et a` mesure
que l’angle se rapproche de 45° pour une singularite´ correspondant a` un segment. Les
formes que prennent les singularite´s dans les images re´elles sont bien plus complexes,
mais de´ja` ces simples cas de figures illustrent la proble´matique de la transposition de la
transforme´e ondelettes pour les donne´es 2D.
Afin d’illustrer l’effet de ce seuil sur des donne´es non synthe´tiques nous l’avons ap-
plique´ a` l’image Lena. Le choix volontairement exage´re´ de la valeur du seuil nous permet
d’illustrer dans la figure 1.4 les de´sagre´ments de l’approche se´parable 2D que l’on cherche
a` re´duire avec les transforme´es ge´ome´triques.
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Figure 1.2: E´nergie restante une fois les coefficients supprime´s.
0 9.78 19.02 27.35
34.59 40.76 43.99 45
Figure 1.3: Synthe`se apre`s suppression des coefficients de basse e´nergie (image en ne´gatif).
13
CHAPITRE 1. ONDELETTES GE´OME´TRIQUES
Figure 1.4: Application de la meˆme suppression des coefficients de basse e´nergie que pour les
droites applique´e a` l’image Lena.
Nous voyons avec cet exemple que le comportement de la transforme´e 2D se´parable
par rapport a` la direction du motif e´tudie´ induit une amplification de l’effet de Gibbs pour
les contours dont la direction locale n’est ni horizontale, ni verticale. L’effet de Gibbs se
produit au niveau d’une frontie`re, lorsque le nombre de coefficients pour de´crire celle-ci
est tre`s limite´. En fait dans ce cas la`, au lieu de produire une ine´vitable dispersion de
l’e´nergie horizontalement (pour les contours verticaux) ou verticalement (pour les contours
horizontaux), il se produit une dispersion dans les deux directions. Ces effets sont parti-
culie`rement visibles avec la figure 1.4 : les ruptures franches obliques de l’image initiale
diminuent avec l’ajout de contours fantoˆmes paralle`les.
Nous allons donc maintenant rappeler diffe´rentes transformations dont le but sera
justement de prendre en charge localement cette direction. Nous allons voir qu’il existe
plusieurs approches du proble`me. Elles ont toutes pour objectif de prendre en compte le
”motif” forme´ par les singularite´s du signal. Cette prise en compte se fait au travers de
l’ensemble du dictionnaire de fonctions d’analyse. Nous verrons que certaines d’entre elles
(les transforme´es adaptatives) s’accompagneront de me´thodes de de´tection explicite de ce
motif avant d’entreprendre la transforme´e en ondelettes.
Nous de´butons notre description des transforme´es ge´ome´triques par les transforme´es
base´es sur un dictionnaire de fonctions de´fini inde´pendamment du contenu de l’image.
1.1.1 Transforme´e ge´ome´trique a` fonctions d’analyse fixes
Le principe des transforme´es en ondelettes a` dictionnaire de fonctions d’analyse fixes,
telle que la transforme´e en ondelettes se´parable 2D, veut que l’on ne puisse pas changer les
fonctions d’analyse de la transforme´e d’une image a` l’autre. Il est bien entendu possible
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que suivant la taille de l’image, le nombre d’e´chelles disponibles et donc le nombre de
versions translate´es de l’ondelette me`re utilise´es varient. Ne´anmoins cette de´finition du
dictionnaire des fonctions d’analyse ne de´pend en rien du contenu des e´chantillons a`
l’inverse des transforme´es adaptatives.
Nous de´buterons par la description de ces transforme´es ge´ome´triques avec l’une des
premie`res propose´e dans la litte´rature.
Transforme´e Ridgelet La transforme´e Ridgelet [34], [12] compte parmi les premie`res
transforme´es en ondelettes ge´ome´triques. Elle correspond a` la construction d’un diction-
naire de fonctions d’analyse s’appuyant sur la transforme´e de Radon : les fonctions d’ana-
lyse re´sultantes correspondent a` la mise en valeur des ruptures line´aires dans l’image. En
effet, la transforme´e de Radon produit un ensemble de projections selon des directions
donne´es : inte´gration selon des droites (voir figure 1.5). L’analyse par Ridgelet revient a`
appliquer une transforme´e de Radon sur le signal traite´, puis a` calculer une transforme´e
en Ondelettes sur chaque re´sultat de projection.
L’inte´reˆt de cette transforme´e est de permettre de concentrer efficacement l’e´nergie
d’un signal re´gulier par morceaux sur quelques coefficients tout comme dans la transforme´e
en ondelettes. De plus, contrairement a` la transforme´e en ondelettes, cette transforme´e
permet de prendre en charge des ruptures 2D line´aires.
Angle
Projection
Signal
F
(a) (b)
Figure 1.5: (a) Projection Radon. (b) Traitement des diffe´rentes projections par la transforme´e
en Ondelettes.
Afin de de´velopper une approche nume´rique, plusieurs pistes ont e´te´ e´tudie´es. Une
application de la strate´gie avec la transforme´e Fourier 2D et une interpolation est propose´e
par Starck et al. [58], une transforme´e Radon discre`te est propose´e par Do et al. [29] mais
elle impose que la taille de l’image corresponde a` un nombre premier. A` noter e´galement
la transforme´e Ridgelet analytique discre`te [14, 38] proposant une prise en charge du
passage par Fourier en faisant l’approximation qu’une projection de Radon correspond
a` l’inversion d’un ensemble discret de coefficients de la transforme´e de Fourier discre`te
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sans interpolation. Les coefficients lie´s a` la projection sont extraits a` partir d’e´quations
traduisant des objets discrets tels que des droites [4] ou des plans [3] discrets.
Afin d’ame´liorer l’adaptivite´ de la transforme´e aux singularite´s de l’image, une variante
de cette transforme´e a e´te´ propose´e : la transforme´e Curvelet.
Transforme´e Curvelet La transforme´e en Curvelet [13], [58] correspond a` l’association
de diffe´rentes e´tapes : l’application de filtres passe-bandes, d’une segmentation dyadique
de chaque bande de fre´quence et de la transforme´e Ridgelet sur chaque zone segmente´e
(sche´matise´e par la figure 1.6). La de´composition fre´quentielle associe´e a` la segmentation
dyadique permet de conditionner les donne´es pour la transforme´e Ridgelet dans le but de
de´crire des singularite´s dont la taille et la forme du motif varient. Ces enrichissements de
la description s’accompagne d’une variabilite´ en position : position associe´e aux diffe´rentes
zones dyadiques.
F
(a) (b)
Figure 1.6: (a) De´composition fre´quentielle par banc de filtres. (b) Application de la trans-
forme´e Ridgelet sur chaque zone dyadique.
L’inte´reˆt de cette variante est de permettre la prise en charge de rupture dans le signal
dont le motif est plus complexe que dans la transforme´e Ridgelet, tout en gardant les
avantages d’une meilleure ade´quation entre les fonctions d’analyse et le signal de´crit.
Cette transforme´e est donc plus adapte´e aux ruptures d’une image re´elle dans le sens
ou` approximer un contour a` partir d’un ensemble de segments sera plus ade´quat que si
nous devions nous limiter a` une droite pour le de´crire.
Cette transforme´e ame´liore donc la prise en compte des singularite´s d’une image,
par contre, elle est conc¸ue de sorte que la transforme´e est tre`s redondante. Il existe des
alternatives pour lesquelles cette redondance est limite´e.
Transforme´e Contourlet Cette transforme´e propose´e par Do et al. [30] correspond
a` une variante de la transforme´e Curvelet en utilisant a` la place de la transforme´e de
Ridgelet un banc de filtres directionnels propose´ par Bamberger et al. [6] ((b) figure 1.7).
Une autre diffe´rence avec les Curvelets re´side dans l’utilisation de la de´cimation au fur et
a` mesure de la monte´e en e´chelle lors de l’analyse fre´quentielle : le choix effectue´ aboutit
a` une repre´sentation du signal correspondant a` une pyramide gaussienne de Burt et al.
[11] ((a) figure 1.7).
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(a) (b)
Figure 1.7: (a) Pyramide gaussienne. (b) Traitement des diffe´rentes projections par la trans-
forme´e en Ondelettes.
La redondance de cette transforme´e est moins importante que pour la transforme´e
Curvelets : pour J e´chelles associe´es a` la transforme´e, la redondance est de 1+∑Ji=0 14i < 43
alors que la redondance des Curvelets est de 16J + 1. Contrairement a` la transforme´e
Curvelets qui se place sur des applications de type de´bruitage, cette transforme´e se place
plus sur des applications de compression (en particulier avec la version CRISP-contourlets
[45] qui est a` e´chantillonnage critique).
Il existe e´galement une extension de la transforme´e pour l’e´tude des donne´es organise´es
selon 3 dimensions avec les Surfacelets [46].
Afin de prendre en charge un autre type de donne´es, une transforme´e relativement
ressemblante a` la transforme´e Ridgelet a e´te´ propose´e : la transforme´e Beamlet.
Transforme´e Beamlet A` travers la transforme´e Beamlet, Huo et Donoho [31] pro-
posent une classe d’identification des segments ”beams” de l’image : l’ensemble des ”beams”
correspond a` tous les segments possibles partant de deux pixels de l’image traite´e (soit
n2 pour une image a` n pixels). Les ”beamlets” ((a) figure 1.8) correspondent a` une li-
mitation de l’ensemble des ”beams” par le biais d’une segmentation dyadique de l’image
a` plusieurs e´chelles ((b) figure 1.8). Le principe est de ne choisir que les ”beams” dont
les extre´mite´s appartiennent a` la limite d’une des zones dyadiques. Afin de limiter encore
plus le nombre de ”beams”, il propose e´galement de quantifier les sites possibles sur les
frontie`res de zone : la frontie`re d’une zone correspondant a`, par exemple, 32 pixels, peut
eˆtre limite´e a` 8 d’entre eux e´galement re´partis sur le contour.
Les coefficients de la transforme´e Beamlet correspondent a` l’inte´gration des valeurs
des pixels le long du segment. Cette transforme´e permet e´galement la mise en valeur des
ruptures line´aires dans l’image a` partir d’une analyse multi-e´chelle.
Nous pre´sentons une dernie`re transforme´e en ondelettes que nous pouvons conside´rer
entre une transforme´e adaptative et une transforme´e a` bases fixes : il n’y a pas a` pro-
prement parler d’identification pre´liminaire des singularite´s et pourtant le dictionnaire
d’analyse s’adapte aux caracte´ristiques de l’image.
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(a) (b)
Figure 1.8: (a) La beamlet est code´ par deux sites du contour que l’on peut indexer dans le
sens horaire en partant du coin nord-est. (b) Un ensemble de quelques beamlets.
Ondelettes - Triangulation La transforme´e [39] est base´e sur la triangulation d’une
image niveau de gris conside´re´e pour le coup comme une surface dans un espace a` trois
dimensions.
L’information de´crivant le dictionnaire de fonctions d’analyse de la transforme´e re´side
dans la topologie de l’ensemble d’e´chantillons qui est mise en valeur par la triangulation.
L’avantage de cette nouvelle formulation est que la triangulation permet a` la transforme´e
de s’adapter aux singularite´s de la surface : nous avons par exemple une plus grande
concentration de triangles pour les parties plus riches en de´tails de la surface ((e) figure
1.9).
(a) (b) (c) (d) (e)
Figure 1.9: Triangulation du signal. (a), (b), (c), (d) Construction progressive (multi-e´chelle)
d’une zone uniforme. (e) Triangulation pour un signal re´gulier par morceaux.
Cette approche tre`s particulie`re de la transforme´e en ondelettes part de l’e´chelle la
plus grossie`re pour redescendre vers les coefficients de de´tails. Elle s’appuie sur un sche´ma
de subdivision de la triangulation de base, soit deux triangles construits a` partir des coins
de l’image ((a) figure 1.9). Chaque areˆte de chaque triangle est subdivise´e par l’ajout d’un
sommet ((b), (c), (d) figure 1.9). Le coefficient d’ondelette re´sultant de cette subdivision
correspond a` la distance entre le milieu de l’areˆte et le sommet re´el qui lui correspond dans
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la surface e´tudie´e. Afin de permettre une plus grande concentration de l’e´nergie, le sommet
de la surface qui est choisi correspond a` la projection dans la direction perpendiculaire a`
l’areˆte (cela correspond au ”normal mesh scheme”).
Cette transforme´e peut se voir comme une transition vers les transforme´es en onde-
lettes adaptatives parce qu’elle s’adapte aux donne´es du signal (ce que les auteurs sou-
lignent) mais, pour autant, ce n’est pas une transforme´e adaptative. En effet, l’adaptation
de la transformation aux donne´es de l’image se fait a` travers les coefficients d’ondelettes
et non a` partir d’un ensemble de parame`tres pre´alablement de´finis pour former le diction-
naire des fonctions d’analyse et de synthe`se.
Nous proposons maintenant la description de plusieurs transforme´es en ondelettes
adaptatives : type des transforme´es que nous avons e´tudie´es durant la the`se.
1.1.2 Transforme´es adaptatives
Ces transforme´es comme nous l’avons fait remarquer dans le paragraphe sur la trans-
forme´e par triangulation, s’appuie sur un ensemble de parame`tres permettant la construc-
tion du dictionnaire de fonctions d’analyse et de synthe`se. Elles se retrouvent par conse´quent
syste´matiquement accompagne´es d’une ou plusieurs me´thodes destine´es a` construire l’en-
semble de ces parame`tres.
Nous allons voir a` travers les exemples de transforme´es pre´sente´es, quelle forme peut
prendre cette association d’une construction de l’ensemble des parame`tres et d’utilisation
de cet ensemble a` partir de la transforme´e en ondelettes.
Nous allons de´buter par la transforme´e Wedgelet dont le but est l’analyse de fonctions
constantes par morceaux.
Transforme´e Wedgelet Les wedgelets [33] correspondent a` la famille de repre´sentation
des fonctions constantes par morceaux (”Horizon Class of functions”). La premie`re phase
de la transformation correspond a` l’identification des ”morceaux” de fonctions. Cette
proce´dure ite´rative s’appuie sur un quadtree. On cherche dans chaque feuille du quadtree
une rupture edgel coupant la feuille en deux morceaux de fonctions constantes. Si il y a
plus de deux morceaux, on se´pare dyadiquement la feuille et on continue la re´cursion. Si
la feuille ne contient qu’un morceau, on arreˆte pour cette feuille et on indique une absence
d’areˆtes : cela constitue la condition d’arreˆt de la re´cursion (en plus d’un controˆle de la
profondeur maximum du quadtree). Si la feuille contient une singularite´ suffisamment
simple de forme pour eˆtre de´crite par un edgel, on arreˆte e´galement la re´cursion avec
codage de l’edgel pour l’e´chelle en cours. Ce comportement de la transforme´e s’obtient de
manie`re plus globale en cherchant a` minimiser la diffe´rence entre l’ensemble des donne´es
traite´ et sa projection sur l’ensemble des edgels. Nous obtenons donc l’ensemble quad-
tree plus edgels ((a) figure 1.10) formant le dictionnaire sur lequel s’appuie les wedgelets
pour construire la transforme´e. Apre`s la constitution de ce dictionnaire les coefficients
de wedgelets permettent de de´finir la valeur de chaque morceau constant pour obtenir la
transforme´e wedgelet ((b) figure 1.10).
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(a) (b)
Figure 1.10: (a) Dictionnaire d’edgels trouve´ pour l’image en cours. (b) Transforme´e wedgelets :
zones uniformes mises en e´vidence.
Cette transforme´e adaptative est particulie`re puisqu’elle est conc¸ue pour les simples
fonctions constantes par morceaux. Ne´anmoins, en combinaison avec la transforme´e en
ondelettes 2D elle permet une ame´lioration de la compression des images re´elles [68]
(strate´gie de prise en charge se´pare´e des textures et des zones uniformes de l’image).
La transforme´e Wedgelet illustre bien le principe des transforme´es adaptatives : en
construisant un dictionnaire (un ensemble de parame`tres de´pendant de l’image traite´e)
nous pouvons adapter au mieux les fonctions d’analyse a` notre signal.
Il existe une e´volution aux Wedgelets : la transforme´e Surflet. Elle s’applique aux
donne´es organise´es selon trois dimensions [15] et/ou permet la de´finition de singularite´s
plus complexes comme des polynoˆmes d’ordre n (attention : l’ordre s’accompagne d’un
couˆt de codage plus important).
Figure 1.11: (a) Strate´gie avec ordre du polynoˆme de´crivant la singularite´ supe´rieure a` 1. (b)
Strate´gie 3D avec octree.
Dans un autre registre, plutoˆt que de traiter se´pare´ment zones uniformes et textures,
des approches proposent de modifier la transforme´e pour que le filtre d’analyse (et de
synthe`se) s’adapte aux singularite´s de l’image. Nous allons dans un premier temps voir
des transforme´es qui font le choix de de´former le signal pour l’adapter a` la transforme´e
en ondelettes 2D.
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Transforme´e Bandelette premie`re ge´ne´ration Nous e´tudierons les bandelettes de
premie`re ge´ne´ration [43], [42] s’appuyant sur une description des contours ((a) figure
1.12) de l’image pour en identifier, ou plutoˆt localiser, les singularite´s. Ces contours sont
en premier lieu trie´s selon deux cate´gories : majoritairement verticaux ou majoritairement
horizontaux. Contrairement aux transforme´es pre´sente´es jusque la`, plutoˆt que d’adapter
les fonctions d’analyse aux singularite´s de l’image, la transforme´e adapte des zones de
l’image a` la transforme´e en ondelettes se´parables 2D (a` quelques adaptations pre`s pour
permettre la prise en compte de la forme non rectangulaire des zones). Afin de construire
ces zones a` partir des contours de´tecte´s dans l’image, l’algorithme de Grassfire propose´
par Blum H. [9] ((b) figure 1.12) est utilise´. Ensuite, toujours a` partir de l’information des
contours, des de´formations sont associe´es a` chaque zone pour permettre son adaptation
aux familles d’ondelettes se´parables 2D ((c) figure 1.12). Apre`s la prise en compte des
pixels des zones de´forme´es (correspondant aux coefficients de bandelettes) il reste un
ensemble de pixels a` coder. Ces pixels sont pris en charge avec l’estimation de l’image
initiale uniquement a` partir des coefficients de bandelettes. La reconstruction parfaite est
assure´e par le codage du re´sidu entre image initiale et image estime´e.
(a) (b) (c)
Figure 1.12: (a) De´tection des contours. (b) Construction des zones des pixels ”bandelettes”
par grassfire. (c) De´formation de la zone.
Malgre´ l’utilisation du Grassfire, la transforme´e souffre d’une le´ge`re redondance qui ne
l’empeˆche pas d’obtenir de bons re´sultats en compression (notamment graˆce a` la concen-
tration de l’e´nergie obtenue par les coefficients de bandelettes). Afin de rester sur une
approche de de´formation par zones du signal, et toujours a` partir de la prise en compte
des contours de l’image, une deuxie`me ge´ne´ration de transforme´e en Bandelettes a e´te´
propose´e.
Transforme´e bandelettes deuxie`me ge´ne´ration La transforme´e en Bandelettes de
seconde ge´ne´ration [53] s’appuie sur une segmentation par quadtree ((a) figure 1.13) des
diffe´rentes bandes de fre´quences de la transforme´e en ondelettes un peu a` la manie`re de la
transforme´e en Wedgelets. Les singularite´s de´tecte´es dans chaque feuille du quadtree sont
prises en charge par le re´ordonnancement pre´alable des coefficients, puis la transformation
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par ondelettes du signal 1D obtenu. Le passage de (b) vers (c) de la figure 1.13 illustre
la de´formation puis le parcours adapte´ des coefficients de la zone. Le re´ordonnancement
s’appuie sur les lignes de flux paralle`les a` la singularite´ de´tecte´e dans la feuille dont la
forme peut eˆtre plus ou moins complexe. Ce re´ordonnancement s’inspire de la transforme´e
de Alpert [1].
(a) (b) (c)
Figure 1.13: Bandelettes 2G. (a) Description des singularite´s dans le domaines des co-
efficients d’ondelettes se´parables. (b) Choix d’une feuille a` traiter. (c) De´formation, puis
re´ordonnancement.
Cette fois, le nombre de coefficients de transforme´e correspond exactement au nombre
d’e´chantillons du signal e´tudie´. La concentration de l’e´nergie plus importante que pour la
transforme´e en ondelettes permet encore une fois d’ame´liorer les re´sultats de compression.
Il existe e´galement une autre transforme´e adaptative utilisant la de´formation du signal.
Sa particularite´ par rapport aux deux transforme´es que nous venons de voir est qu’elle ne
s’appuie pas du tout sur une segmentation.
Ondelettes - Champ de de´formation Le Guen et al. [41], [40] s’appuient quant a` eux
sur une de´formation de l’image a` partir d’un maillage quadrangulaire (figure 1.14 (a)). Le
but de cette de´formation est, dans la meˆme philosophie que pour les bandelettes, d’adapter
l’image a` la transforme´e en ondelettes 2D se´parables. Cette approche de l’adaptation de
la transformation par de´formation pre´alable de l’image a` un avantage par rapport aux
transforme´es bandelettes : il n’y a pas de segmentation a` ge´rer donc il y a beaucoup moins
de proble`mes de superposition du support des fonctions d’analyse avec un bord.
Le choix des parame`tres caracte´ristiques du maillage quadrangulaire (parame`tres qui
peuvent eˆtre assimile´s aux parame`tres du dictionnaire de fonctions d’analyse de la trans-
forme´e adaptative) s’appuie sur une estimation du couˆt de description de l’image apre`s
de´formation ((b) figure 1.14). Un algorithme ite´ratif propose des champs jusqu’a` obtention
de celui qui minimisera une me´trique lie´e aux re´sultats de compression que l’on obtiendra
avec la transforme´e 2D se´parable sur l’image de´forme´e.
Nous avons donc vu trois propositions sur la de´formation pre´alable re´versible du signal
afin d’obtenir un signal fictif plus adapte´ a` la transforme´e en ondelettes se´parables 2D.
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Figure 1.14: Champ de de´formation. (a) Maillage quadrangulaire adapte´ aux caracte´ristiques
de l’image. (b) Rectification du maillage quadrangulaire synonyme d’une de´formation adapte´e
de l’image.
Nous allons maintenant citer des propositions s’appuyant sur des champs permettant de
diriger la convolution et ainsi de´former l’ope´rateur plutoˆt que le signal.
Transforme´e grouplets Avec cette transforme´e, Mallat S. [48] propose d’utiliser un
champ d’association afin de prendre en compte les singularite´s de l’image. Le signal est
segmente´ en e´chantillons pairs et impairs suivant la direction de la transforme´e (figure 1.15
correspond a` la direction horizontale). La construction du champ d’association consiste a`
choisir pour chaque e´le´ment pair, un e´le´ment impair (choix restreint a` un voisinage donne´
de l’e´le´ment pair) minimisant une mesure associe´e a` l’association. Dans la pratique cela
revient par exemple a` choisir l’e´le´ment impair le moins e´loigne´ de l’e´le´ment pair selon la
norme L2. Ces champs d’association permettront tout au long de la transformation, de
diriger les calculs selon les directions de ”re´gularite´”.
Figure 1.15: Champ associant chaque e´le´ment impair a` un e´le´ment pair en minimisant un
crite`re.
Une e´volution de cette transforme´e [54] permet e´galement de prendre en charge des
champs d’association plus complexes tels que des champs de vecteurs associe´s a` une ana-
lyse du flux ge´ome´trique de l’image. L’inte´reˆt de cette variante est notamment de prendre
en charge les cycles dans le champ obtenu. L’application vise´e est la ge´ne´ration de texture
directionnelle de par la se´paration entre le flux (que l’on pourrait appeler macromotif)
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correspondant a` la texture et le motif plus local pris en charge par les grouplets. Cela per-
met ainsi de construire des textures en changeant le macromotif sans changer le contenu
de la texture.
Les transforme´es ge´ome´triques adaptatives pre´sente´es jusque la` adaptent les donne´es
du signal afin de permettre au final une application de la transforme´e en ondelettes selon
le formalisme des bancs de filtres. Une autre approche exploite les liberte´s qu’offrent les
ondelettes dites de seconde ge´ne´ration (i.e. le lifting scheme [24]) afin de permettre des
re´e´critures plus simples de transforme´es de´finies en se limitant aux outils des bancs de
filtres. Les premiers exemples de transforme´es ondelettes adaptatives que nous proposons
proviennent des ondelettes oriente´es. Mais avant cela nous proposons d’introduire la base
de la construction d’une transforme´e en ondelettes a` partir de sche´ma de lifting.
Lifting Scheme Le lifting scheme [24], [61], [60], comme son nom l’indique, correspond
a` un sche´ma de calcul permettant la traduction de la projection du signal sur les fonctions
d’ondelettes et d’e´chelles (ondelettes et e´chelles sont prises en charge conjointement par
le sche´ma) correspondant a` un enchaˆınement d’e´tapes de calculs simples. L’augmentation
de la re´gularite´ des fonctions d’ondelettes et d’e´chelles est lie´e au nombre d’e´tapes dont
le sche´ma se compose.
La premie`re diffe´rence notable avec la transforme´e en ondelettes re´side dans la se´para-
tion pre´alable des coefficients pairs et impairs du signal. Cette e´tape est appele´e applica-
tion de l’ondelette paresseuse. Elle est appele´e ainsi car elle est e´quivalente a` la monte´e
en e´chelle d’une transforme´e en ondelettes qui aurait pour seule fonction de de´terminer
dans quelle bande de fre´quence envoyer les e´chantillons pairs et impairs.
Une fois cette se´paration effectue´e, une succession d’e´tapes de calculs relativement
simples appele´es pre´diction et mise a` jour sont applique´es aux coefficients pairs puis
impairs. Finalement un coefficient de normalisation est applique´ aux coefficients pairs, puis
son inverse aux coefficients impairs afin d’obtenir les coefficients d’e´chelles et d’ondelettes
souhaite´s. La figure 1.16 repre´sente l’ensemble de ce sche´ma.
z
2
2
+
s (z)1
+
t (z)1
+
s (z)2
+
t (z)2
1/K
K
Coef. Passe Bas
Coef. Passe Haut
Figure 1.16: Repre´sentation d’un sche´ma de lifting commenc¸ant par l’application de l’ondelette
paresseuse, puis quatre e´tapes de lifting (dans notre cas pre´diction, mise a` jour, pre´diction, mise
a` jour).
Cette transforme´e apporte plusieurs ame´liorations par rapport a` la transforme´e en
ondelettes :
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– Le calcul e´tant de´compose´ en e´tapes simples, cette transforme´e offre plus de liberte´
pour l’adaptation a` des proble`mes ge´ome´triques.
– Le calcul peut-eˆtre effectue´ directement sur les donne´es initiales : il n’y a pas de
copie temporaire de donne´es car on ne modifie pas les coefficients impairs lorsque
l’on effectue la pre´diction de coefficients pairs et inversement (lors de la mise a` jour
des coefficients impairs).
– De´composer le calcul en e´tapes permet de diminuer le nombre d’ope´rations : c’est
un peu comme si nous transposions l’inte´reˆt d’une convolution par filtre se´parable
en nD sur un filtre 1D.
– La conception du sche´ma de lifting permettant l’inversion de la transforme´e est tre`s
simple puisqu’il suffit d’inverser l’ordre de l’application des diffe´rentes e´tapes en
changeant e´galement le signe des ope´rateurs de pre´diction et de mise a` jour (voir
figure 1.17).
K
1/K Z −1
+
2
2
t (z)1
−
s (z)1
−
s (z)2
−
t (z)2
−Coef. Passe Haut
Coef. Passe Bas
Figure 1.17: Repre´sentation d’un sche´ma de lifting correspondant a` la transforme´e inverse de
la transforme´e illustre´e dans la figure 1.16.
Nous voyons que pour les transforme´es en ondelettes ge´ome´triques, la transforme´e
par sche´ma de lifting pre´sente des avantages par rapport a` la transforme´e en ondelettes
classique. Nous allons donc de´crire les transforme´es en ondelettes oriente´es, illustrations
de l’utilisation du lifting scheme dans une transforme´e ge´ome´trique adaptative.
Ondelettes oriente´es Ces transforme´es exploitent les orientations plus ou moins lo-
cales que l’on peut identifier dans l’image, suivant que la de´tection des orientations se fait
pour une zone dyadique de l’image, ou pour un e´le´ment pre´cis. La transforme´e propose´e
par Ding et al. [28] recherche par exemple les directions par zones dyadiques. Une fois cette
direction de´termine´e, le calcul de pre´diction dans le lifting qui suit s’adapte a` la direction
(la pre´diction d’un e´chantillon donne´ sera fonction de la zone a` laquelle il appartient)
par le choix des e´chantillons implique´s dans le calcul (figure 1.18). Une interpolation est
propose´e afin de permettre une pre´diction a` partir de coefficients fictifs calcule´s a` partir
des coefficients voisins au-dessus et en-dessous de la direction pour obtenir une pre´cision
de localisation simulant l’exploitation d’un signal de fre´quence spatiale d’e´chantillonnage
4 fois supe´rieure.
Une variante de Chang et al. [16], propose deux ame´liorations. En premier lieu, afin
d’adapter au mieux la taille des champs de directions a` la taille des motifs dans le signal, la
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Figure 1.18: Directions exploite´es sur maillage se´pare´ en pair-impair.
segmentation dyadique est remplace´e par un quadtree. Ensuite, afin d’e´viter de privile´gier
les directions horizontale et verticale, la de´cimation associe´e a` la transforme´e correspond
a` deux treillis quinconces entrelace´s comme illustre´ par la figure 1.19.
Figure 1.19: Directions exploite´es sur treillis quinconces : la recherche de directions se fait pour
les deux treillis.
Enfin une version de transforme´e oriente´e toujours base´e sur un treillis correspond a`
celle propose´e par Chapellier V. et al. [18]. Elle diffe`re des deux transforme´es pre´ce´dentes
par le nombre de directions prises en charge, a` savoir deux directions : horizontale ou
verticale. Cette limitation s’accompagne d’une plus grande pre´cision au niveau spatial :
ils ne de´finissent pas seulement une direction par zone dyadique mais une direction par
e´le´ment (figure 1.20). L’e´conomie du couˆt de codage des directions permet d’en coder un
plus grand nombre. Cette version a aussi l’avantage de ne pas ne´cessiter d’interpolation.
Enfin, ils s’appuient sur le champ de direction de´tecte´ pour calculer les e´tapes de pre´diction
et de mise a` jour (ils ne recalculent pas un champ de directions pour l’e´tape de mise a`
jour).
Ces champs de directions sont comparables au banc de filtre directionnel de Bamberger
et al. [6] dans l’objectif. Par contre, du fait de l’adaptativite´, nous pouvons re´partir au
mieux les coefficients selon la distribution des directions a` mettre en valeur dans le signal.
Enfin nous allons pre´senter une version de transforme´e en ondelettes adaptative per-
mettant une analyse pour des donne´es non re´gulie`rement e´chantillonne´es.
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Figure 1.20: Directions exploite´es sur treillis quinconces : l’information de direction pour la
pre´diction est directement exploite´e pour la mise a` jour.
Ondelettes - Appariement Une alternative inte´ressante en terme de lifting a e´te´
propose´e par Choi et Baraniuk [19] sous le nom de repre´sentation et mode´lisation multi-
e´chelle des varie´te´s. L’e´tape d’application de l’ondelette paresseuse est remplace´e par
une e´tape qui est loin d’eˆtre assimilable a` un traitement ”paresseux” : il faut effectuer un
appariement ((a) figure 1.21) des e´le´ments du signal traite´ en s’assurant que l’appariement
choisi maximise la correspondance entre les e´le´ments apparie´s (comme par exemple la
minimisation de la somme des distances euclidiennes entre e´le´ments apparie´s).
(a) (b)
Figure 1.21: Ondelettes par appariement. (a) Association la moins couˆteuse possible des
e´le´ments traite´s. (b) E´chelle suivante avec codage a` part des de´tails.
Cet appariement est inte´ressant pour deux raisons :
– les donne´es que l’on souhaite traiter ne sont plus e´chantillonne´es re´gulie`rement (on
e´tudie un nuage de points de dimension n).
– la minimisation associe´e a` l’appariement garantit la conservation de la forme globale
du nuage de points.
De par l’organisation du nuage de points, il n’y a plus de distinction, pour l’e´chantillon
traite´, entre sa valeur et ses coordonne´es, pas plus qu’il n’y a d’ordre e´tabli pour le
parcours des e´le´ments. De fait cette me´thode est bien adapte´e a` ce genre de donne´es
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parce que l’appariement permet de de´terminer quels e´le´ments seront associe´s dans le
sche´ma de lifting. De plus, cet appariement contraint par une minimisation, permet au
fur et a` mesure de la monte´e en e´chelle ((b) figure 1.21), de conserver au mieux la forme
globale du nuage de points. C’est d’ailleurs la raison pour laquelle l’auteur revendique
une mode´lisation multi-e´chelle de la varie´te´ qui est de´crite par les donne´es en cours de
traitement.
Nous proposons maintenant un petit re´capitulatif des transforme´es que nous venons
de pre´senter.
1.1.3 Re´sume´
Afin de fournir une vue globale de ces transforme´es nous proposons un tableau re´capitu-
latif de toutes les transforme´es que nous venons de pre´senter avec un descriptif sur la
particularite´ de chacune d’entre elles.
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Nom Nature des singula-
rite´s
Parame`tres du dic-
tionnaire
Traitements associe´s
Fixes
Ridgelets droites Aucun Radon.
Curvelets segments Aucun Banc de filtres (fonctions gaussiennes) - Segmen-
tation dyadiques - Ridgelets.
Contourlets directions privile´gie´s Aucun Pyramide de gaussienne - Banc de filtres direction-
nels.
Beamlets Beams Aucun Segmentation dyadique de l’image - Interpolation
associe´e a` l’inte´gration des beamlets.
Ondelettes - Tri-
angulation
Triangle Aucune Triangulation - Normal Mesh Scheme.
Adaptatives
Wedgelets Edgels Dictionnaire d’edgels Construction du dictionnaire d’edgels avec seg-
mentation quadtree.
Bandelettes 1G Contours Codage des contours De´tection des contours - Grassfire - De´formation
des zones avec interpolation - Estimation des zones
non associe´es a` un contour
Bandelettes 2G Contours dans quad-
tree
Codage des contours
et quadtree
Segmentation quadtree des diffe´rentes bandes de
fre´quences ondelettes - De´tection de la singularite´
dans chaque feuille - Re´ordonnancement des coef-
ficients (Alpert).
Ondelettes
- Champ de
de´formation
Champ de
de´formation
Codage du champ Application du champ - Estimation du couˆt - Mo-
dification du champ - Ite´ration des e´tapes jusqu’a`
minimisation du couˆt.
Grouplets Champ d’association Codage du champ
d’association
Estimation du champ d’association.
Ondelettes
directionnelles
Champ de directions Codage du champ Estimation du champ de direction.
Ondelettes - Ap-
pariement
Appariement Codage de l’apparie-
ment
Construction de l’appariement minimisant un
crite`re.
Table 1.1: Re´capitulatif des transforme´es pre´sente´es.
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1.2 Proble´matique de la the`se
Nous constatons a` travers l’ensemble de ces transforme´es que les e´volutions de ces
dernie`res anne´es ont eu pour but la prise en compte de la ge´ome´trie afin de de´passer la
structure fige´e correspondant a` la version se´parable de la transforme´e en ondelettes. Cela
ne´cessite, soit une description pre´alable des singularite´s du signal (transforme´e a` fonctions
de bases fixes), soit une description explicite des singularite´s que l’on souhaite mettre en
valeur dans le signal (transforme´es adaptatives).
Le choix d’une transforme´e correspond a` des compromis que l’on doit fixer en ge´ne´ral
en fonction de l’application vise´e. La transforme´e Curvelet est par exemple une trans-
forme´e qui ne se preˆtera pas a` des applications de compression, du fait de sa redondance.
En revanche, cette meˆme redondance lui permet d’obtenir de tre`s bons re´sultats dans des
applications de de´bruitage. A` l’inverse, la plupart des transforme´es en ondelettes adapta-
tives sont lie´es a` des applications de compression. Ces ondelettes permettent une meilleure
concentration de l’e´nergie et avec peu de coefficients conserve´s, la synthe`se pre´sente de
meilleurs re´sultats visuels.
Dans le cadre de cette the`se, les applications souhaite´es sont le de´bruitage et la sup-
pression de l’effet de blocs duˆ a` la compression JPEG. L’efficacite´ de ces deux applica-
tions n’e´tant pas sensible au couˆt du codage des parame`tres des fonctions de base de
la transforme´e, l’objectif se situe donc dans la description la plus fide`le possible de la
singularite´ a` laquelle on veut adapter nos fonctions d’analyse. Notre approche des onde-
lettes adaptatives est alors relativement originale puisque les applications vise´es sont un
peu de philosophie oppose´e a` la compression qui est en ge´ne´ral l’application vise´e par
les ondelettes adaptatives (e´chantillonnage critique pour les applications de compression,
redondance importante pour les transforme´es invariantes par translation mieux adapte´es
a` nos applications). Nous pre´senterons donc, contrairement a` ce qui se fait ge´ne´ralement,
des transforme´es ge´ome´triques adaptatives dans lesquelles nous ne nous attacherons pas
a` obtenir un dictionnaire avec un faible couˆt de codage.
Nous avons de meˆme porte´ une attention particulie`re a` la ge´ne´ralisation de la trans-
forme´e a` des sche´mas dits non de´cime´s. Puisque le couˆt de codage n’est pas dans nos
objectifs, nous pouvons nous e´loigner de l’e´chantillonnage critique. Cette approche est en
fait motive´e par les re´sultats obtenus lors de l’utilisation de la transforme´e en ondelettes
non de´cime´e pour les applications de de´bruitage.
Dans ce cadre nous avons e´tudie´ deux transforme´es adaptatives a` la philosophie
relativement e´loigne´e. La premie`re e´tudie´e, la transforme´e en Bandelettes de premie`re
ge´ne´ration, correspond a` une transforme´e existante dont nous avons rede´fini le processus
en vue de la prise en compte des aspects nume´riques du proble`me. Cette premie`re trans-
forme´e correspond a` l’ide´e d’adapter l’ordonnancement des e´chantillons a` la transforme´e
en ondelettes. La deuxie`me transforme´e que nous proposons correspond, au contraire, a`
l’utilisation des ondelettes de seconde ge´ne´ration qui nous libe`re de certaines contraintes
”ge´ome´triques” concernant la mise en oeuvre du calcul. Celle-ci correspond a` une propo-
sition dont l’originalite´ re´side dans le type d’information sur lequel nous nous appuyons
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pour construire le dictionnaire des fonctions d’analyse et de synthe`se de la transforme´e,
a` savoir la distance ge´ode´sique.
1.2.1 Transforme´e en Bandelettes de premie`re ge´ne´ration
Dans le chapitre 2, nous allons pre´senter une transforme´e ge´ome´trique adaptative de
premie`re ge´ne´ration (transforme´e qui n’est pas de´finie a` l’origine a` partir d’un formalisme
de lifting scheme) a` l’occasion de la description de la transforme´e en Bandelettes de Le
Pennec. L’analyse des Bandelettes de premie`re ge´ne´ration nous a amene´ a` faire les choix
suivants :
– Transposer la transforme´e directement dans le domaine discret ;
– Adapter au mieux la transforme´e pour les applications de de´bruitage et de suppres-
sion d’effets de blocs.
Le premier objectif provient du fait que la transforme´e est actuellement essentiellement
de´finie dans le domaine continu. Il est donc ne´cessaire d’interpre´ter certaines e´tapes de la
transforme´e selon la vision que nous pouvons avoir du proble`me (chapitre 2).
Afin de remplir au mieux le deuxie`me objectif, nous avons e´galement propose´ une
variante de la transforme´e, inspire´e de la transforme´e en ondelettes non de´cime´e.
1.2.2 Transforme´e ge´ode´sique
Dans le chapitre 3, nous proposerons une transforme´e ge´ome´trique adaptative de deux-
ie`me ge´ne´ration. Cette transforme´e que nous appelons transforme´e ge´ode´sique s’appuie
sur les distances ge´ode´siques de l’image pour de´finir le dictionnaire des fonctions d’analyse
et de synthe`se de la transforme´e.
Nous de´finirons donc ce que nous entendons par calcul des distances ge´ode´siques de
l’image en commenc¸ant par son contexte : les varie´te´s. L’objectif de ces me´thodes est
un peu similaire a` celui de la transforme´e adaptative de Choi et al. [19] s’appuyant sur
l’appariement des e´chantillons.
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Chapitre 2
Transforme´e en bandelettes premie`re
ge´ne´ration
Dans le chapitre 1, la transforme´e en bandelettes de premie`re ge´ne´ration [42] a e´te´
positionne´e dans la cate´gorie des ondelettes ge´ome´triques adaptatives. Nous proposons
a` pre´sent une nouvelle interpre´tation de cette transforme´e avec pour objectif la mise
en oeuvre de solutions de restauration de donne´es. Nous ferons durant la de´finition de
cette nouvelle solution, une mise en paralle`le avec la proposition initiale. Cette mise en
paralle`le sera l’occasion de pre´senter nos choix, notamment le fait que notre proposition
est construite directement dans le domaine discret.
2.1 Transforme´e en bandelettes a` redondance faible
La transforme´e en bandelettes de premie`re ge´ne´ration est une transforme´e en onde-
lettes ge´ome´triques adaptatives. Elle se de´compose comme suit :
– Identification des singularite´s.
– De´termination par feu de prairie des zones des bandelettes.
– Calcul des coefficients de bandelettes.
– Calcul des coefficients du re´sidu.
L’identification des singularite´s et l’adaptation de la transforme´e a` ces singularite´s,
constituent les e´le´ments centraux de l’adaptabilite´ de la transforme´e.
En pre´ambule nous pouvons dire qu’une premie`re spe´cificite´ de notre de´finition de
la transforme´e en bandelettes est l’absence d’e´conomie dans la description des donne´es.
L’application vise´e e´tant la restauration d’images et non la compression, nous n’avons
donc pas pour objectif d’obtenir un codage minimisant les donne´es re´sultantes de chaque
e´tape : en particulier pour le codage des informations concernant les singularite´s et sur le
nombre de coefficients de bandelettes.
La deuxie`me spe´cificite´ est la rede´finition dans le domaine discret des ope´rations lie´es
a` la construction de la transforme´e. La de´finition initialement conc¸ue dans le domaine
continu associe´ a` un cadre mathe´matique rigoureux, laisse le champ libre quant a` son
interpre´tation en vue d’une implantation dans le domaine discret. C’est cette liberte´ que
nous proposons d’exploiter.
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Nous allons de´buter la pre´sentation de la transforme´e par la de´tection des singularite´s
de l’image (transforme´e adaptative) qui s’obtient a` l’aide d’une localisation, puis d’une
mise en forme, des contours de l’image.
2.1.1 Identifications des singularite´s
Cette premie`re partie correspond a` l’identification des singularite´s de l’image afin
d’adapter l’ensemble des fonctions de base (ondelettes et e´chelles) de la transforme´e a`
l’image en cours de traitement. Elle se de´compose en deux e´tapes :
– De´tection des contours.
– Se´paration des contours en fonction de leur orientation.
Identification des pixels de contours
Le choix effectue´ par Le Pennec dans sa the`se [42] pour la de´tection des singularite´s
s’appuie sur les directions de re´gularite´ qui localement sont de´finies par Le Pennec comme
les vecteurs perpendiculaires au gradient ∇f (f fonction correspondant a` l’image niveaux
de gris). La de´tection se confronte a` la pre´sence de bruit qu’il propose d’e´liminer a` partir
d’un filtrage gaussien choisi en fonction des caracte´ristiques du bruit. Ce filtrage est de´fini
afin d’e´liminer le bruit de l’image sans pour autant supprimer les singularite´s de l’image.
Une dernie`re e´tape construit a` partir des maxima du gradient la ge´ome´trie des singularite´s
de l’image.
Ayant choisi une approche du proble`me qui se veut directement formule´e dans le do-
maine discret, nous nous sommes appuye´s sur une de´tection de contours plutoˆt que sur
un formalisme de recherche de directions de re´gularite´. Nous proposons e´galement cette
recherche des singularite´s pour des images couleurs. Pour ce faire nous proposons une
prise en charge des contours a` partir de l’utilisation de normes de gradient propose´es par
Di Zenzo [26] comme cela est aborde´ dans les the`ses de Tremblais B. [65] et Tschumperle´
D. [66]. Ces travaux proposent la construction d’une norme du gradient qui associe les
diffe´rentes composantes de l’image afin d’en exploiter la corre´lation. L’image est conside´re´e
comme une application d’un espace 2D dans un espace a` n dimensions (n e´tant le nombre
de composantes des valeurs des e´chantillons). Nous allons commencer par de´finir le gra-
dient selon x puis y de notre image couleur I = (R,V,B) de´finie sur le support Ω.
Ix = ∂I
∂x
= (∂R
∂x
∂V
∂x
∂B
∂x
) (2.1)
Iy = ∂I
∂y
= (∂R∂y ∂V∂y ∂B∂y ) (2.2)
Nous allons nous appuyer sur ces gradients pour de´finir notre gradient sur les images
couleurs :
∇I = (Ix
Iy
) = (∇R ∇V ∇B) (2.3)
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De´finir la norme du gradient revient a` maximiser l’expression du gradient selon la
direction de´finie par le vecteur unitaire w = (u, v) :
wGwT (2.4)
La matrice G a` l’origine de cette de´finition est construite a` partir de ∇I ou plutoˆt a`
partir de la somme de gradients applique´s se´pare´ment aux diffe´rentes composantes de I :
G = (g11 g12
g21 g22
) = ∑
c∈I
∇c∇cT (2.5)
A` partir de G nous pouvons de´finir trois normes base´es sur les valeurs propres λ− =
g11+g22−δ
2
et λ+ = g11+g22+δ2 avec δ = √(g11 − g22)2 + 4g212 :
– La norme du gradient :
√
λ+ de´finissant notre maximum et la norme de gradient de
Di Zenzo.
– La norme de cohe´rence :
√
λ− − λ+ qui ne prend pas en compte les coins dans l’image.
– La norme de variation maximale :
√
λ+ + λ− qui revient au gradient marginal∑c∈I∥∇c∥2.
Nous avons choisi pour la suite de nos traitements la norme du gradient correspondant
a` notre maximisation de l’expression (2.4) en utilisant le vecteur propre comme direction w
du gradient. Des pre´cisions sur les diffe´rentes proprie´te´s de chaque norme sont disponibles
dans la the`se de Tschumperle´ [66].
Ce formalisme nous offre donc une norme de gradient prenant en compte la couleur.
Nous allons voir comment exploiter cette norme ainsi que l’information d’orientation des
vecteurs ∇I pour construire notre ensemble de marqueurs de contours. Mais auparavant
nous cherchons a` transposer un autre e´le´ment du traitement propose´ par Le Pennec : le
de´bruitage pre´alable de l’image a` traiter afin que les pixels se´lectionne´s correspondent
bien aux contours de l’image. Nous proposons d’utiliser le filtrage par diffusion anisotrope
pre´sente´ par Tschumperle´ et al. [25] car dans la poursuite logique de la prise en compte
de la couleur tout en respectant au mieux les singularite´s de l’image, cette me´thode offre
une alternative tre`s inte´ressante au filtrage gaussien. En effet le filtrage correspondant a`
cette variante de la formulation du filtrage par une gaussienne correspond en re´alite´ a` un
filtrage par diffusion anisotrope qui utilise la localisation et la direction des singularite´s.
Nous avons utilise´ la formulation du lissage de notre image I (de support Ω) par un
filtre gaussien formule´ a` partir d’une minimisation de la variation globale de l’image :
min
I ∶Ω→RE(I) = ∫Ω∥∇I∥2dΩ (2.6)
Cette formulation du proble`me permet la de´finition de l’e´volution de l’image a` partir
d’une e´quation aux de´rive´s partielles (avec div la divergence et ∆ le Laplacien) :
dI
dt
=∆I = div(∇I) (2.7)
L’application de t ite´rations de ce processus revient a` filtrer l’image par une gaussienne
d’e´cart type σ = √2t et fait donc apparaˆıtre un phe´nome`ne de flou. Une alternative non
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line´aire est propose´e par Perona et al. [52] afin de prendre en compte une norme du
gradient dans le processus :
dI
dt
= div(c(∥∇I∥)∇I) (2.8)
La fonction de diffusion c que nous utilisons correspond a` :
c(t) = exp(− t2
α2
)
Cette fonction permet, a` travers le processus de diffusion, de rehausser les contours tout
en lissant les petites discontinuite´s. La me´thode de Perona et al. [52] est historiquement
la premie`re me´thode de filtrage par diffusion anisotrope. Elle est tre`s simple a` implanter
et rapide a` l’usage. Nous l’avons choisie pour ces raisons.
Nous avons donc un ensemble d’outils nous permettant dans un premier temps de
supprimer le bruit d’une image couleur tout en respectant les singularite´s de l’image.
(a) (b)
Figure 2.1: Exemple de filtrage par diffusion anisotrope sur une image couleur bruite´e par un
bruit blanc gaussien d’e´cart-type 30.
La figure 2.1 nous montre un exemple de suppression du bruit a` partir du filtrage
par diffusion anisotrope correspondant a` l’e´quation (2.8) pour 10 ite´rations du processus.
Nous avons utilise´ α = 30 et pour facteur de l’e´volution temporelle dt = 0.05. Le facteur de
l’e´volution temporelle de´finit la pre´cision avec laquelle l’image va e´voluer d’une ite´ration
a` l’autre. Plus il est grand, plus l’e´volution vers la solution sera rapide, mais plus les
risques de diverger en certains points seront importants (voir [65] pour des pre´cisions sur
les parame`tres).
Une fois ce filtrage par diffusion anisotrope applique´, nous construisons la norme de va-
riation maximale et une matrice contenant l’orientation des singularite´s pour chaque pixel.
Nous exploitons ces donne´es pour de´tecter les pixels de contours a` partir d’une de´tection
des maxima locaux du gradient, dans la direction du gradient, suivie d’un seuillage par
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hyste´re´sis. Cette me´thode se base sur deux seuils et l’utilisation des directions de re´gularite´
des singularite´s. Les directions utilise´es correspondent aux vecteurs propres η issus de la
de´composition du tenseur de structure (voir [66]). Suivant cette direction, si l’un des deux
voisins du pixel e´tudie´ posse`de une norme plus importante, ce pixel est e´limine´ des pos-
sibles pixels de contours. Cela permet d’obtenir les pixels dont la norme est un majorant
en prenant en compte la direction des singularite´s. Ensuite parmi ces pixels, seuls ceux
dont la norme est supe´rieure au seuil haut sont conside´re´s comme pixels de contours.
Enfin, parmi les pixels que nous venons d’e´liminer (majorant selon la directions de η mais
en dessous du seuil), ceux voisins d’un pixel de contours et au dessus du seuil bas se-
ront conside´re´s comme e´tant des pixels de contours. La dernie`re e´tape est re´pe´te´e pour
permettre d’ajouter de proche en proche tous les majorants au-dessus du seuil bas.
Figure 2.2: Re´sultat d’une de´tection de contours, applique´e a` l’image Metaballs.
La figure 2.2 correspond a` une de´tection de contours sur l’image initiale figure 2.1 (b),
a` partir de la norme de variation maximum et la me´thode de Canny.
Nous avons donc adapte´ des me´thodes de la litte´rature afin de de´finir une alternative
dans le domaine discret aux propositions de Le Pennec. L’avantage de ce de´tecteur de
contours est de permettre une re´gularisation de l’image pre´servant les contours sur plu-
sieurs e´chelles, de prendre en compte directement les images couleurs tout en de´finissant
une re´gularisation sur plusieurs e´chelles possibles : la notion d’e´chelle correspond a` l’e´cart-
type du filtre gaussien traduit par le filtrage par diffusion anisotrope. Cette suite d’ope´ra-
tions nous permet donc de de´tecter un ensemble de pixels correspondant a` la localisation
des contours. Nous allons maintenant pre´senter une me´thode permettant d’obtenir des
sous-ensembles compatibles avec les de´formations des zones de bandelettes.
Traitement pre´alable des contours
Nous avons e´galement cherche´ a` adapter, pour cette e´tape, la proposition initiale
de Le Pennec dans le domaine discret : a` savoir que nous devons identifier dans nos
contours quelles sont les parties qui correspondent a` une orientation verticale et celles qui
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correspondent a` une orientation horizontale. Le but est de se´parer ces contours en groupe
d’orientation unique que nous pourrons ensuite associer a` des de´formations. Mais avant de
pre´senter notre proposition nous commenc¸ons par pre´ciser les raisons de cette se´paration
et des types de de´formations utilise´es.
Figure 2.3: Deux possibilite´s de construction des zones entourant un contour.
Nous voyons dans la figure 2.3 qu’il n’est pas possible d’appliquer des de´formations a`
des zones entourant les pixels de contours sans prendre quelques pre´cautions. Il est indis-
pensable de de´finir une de´formation associe´e a` un contour qui soit uniquement verticale
ou horizontale. Le but est de permettre une identification unique d’un pixel de la zone
entourant le contour a` l’un des pixels du contour. Si nous permettons des de´formations
autres que horizontale ou verticale comme par exemple diagonale (parmi les directions
perpendiculaires a` la direction du contour), nous ne pourrons de´terminer quelles direc-
tions doivent suivre certains pixels de la zone entourant le contour. En effet, ceux qui
sont a` la verticale d’au-moins deux pixels du contour (pixels des zones bleues) ne peuvent
subir deux de´formations contradictoires en meˆme temps.
Pour cela nous allons donc effectuer deux traitements :
– La suppression de pixels de contours pour nous assurer de la compatibilite´ des
contours avec des de´formations a` pas discret horizontales ou verticales.
– La se´paration des pixels de contours pour que chaque sous-ensemble de pixels soit
compatible avec une de´formation soit verticale, soit horizontale.
Nous allons commencer par pre´senter la suppression des pixels de contours empeˆchant
l’identification d’un contour a` l’une ou l’autre des de´formations. Dans la proposition de Le
Pennec les contours sont assimile´s a` une fonction continue dont l’orientation de la tangente
permet d’e´tiqueter les parties du contour. Nous avons, dans notre cas, choisi d’utiliser des
informations dans le domaine discret, ce qui signifie que nos contours resteront identifie´s
a` partir de la localisation des pixels. Pour cela, nous devons nous assurer que nos pixels
marque´s comme contours forment un ensemble huit-connexe strict. Pour de´finir cet en-
semble strictement huit-connexe nous utilisons la terminologie propose´e par Andre´s E. et
al. [4] : l’image est un signal a` deux dimensions donc nos voisins quatre-connexes sont en
fait des 1-voisins et les voisins huit-connexes (sans les voisins quatre connexes) sont les
0-voisins.
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La huit-connexite´ est indispensable pour la suite car nous voulons que nos contours
soient identifiables a` une de´formation. La de´formation se fait dans la direction dans la-
quelle s’e´tend la zone (dans le cas de la zone construite en figure 2.3 sche´ma de droite, elle
est horizontale). Si deux pixels sont aligne´s dans la direction de de´formation, nous serons
confronte´s au meˆme proble`me que dans le cas illustre´ par le sche´ma de gauche de la figure
2.3. Apre`s de´formation, ces contours doivent correspondre a` des segments sans qu’il y ait
de pixels superpose´s (dans le domaine continu cela revient a` dire que notre fonction de
de´formation doit eˆtre bijective).
Si nos contours ne sont pas huit-connexes strict nous ne pourrons pas les de´former
horizontalement ou verticalement pour obtenir des segments.
A B
C
A B C A B
C
B
C
A
B
CA
(a) (b) (c) (d) (e)
Figure 2.4: Exemples les plus simples de contour 8 connexe a` trois pixels. (a) Le contour est
non strict. (b) Premier cas de contour strict. (c) Deuxie`me cas de contour strict. (d) Troisie`me
cas de contour strict. (e) Dernier cas (les autres sont seulement des variantes par syme´trie ou
rotation).
En effet si nous prenons le cas le plus simple de contour qui n’est pas huit-connexe strict
(figure 2.4 sche´ma (a)) nous constatons qu’aligner les pixels a` partir d’un de´placement
des pixels soit vertical, soit horizontal ne peut aboutir qu’a` une superposition du pixel
B avec A (de´placement horizontal) ou C (de´placement vertical). A` l’inverse si le contour
est huit-connexe strict, nous pourrons aligner les pixels (alignement correspondant au cas
(b)) en de´plac¸ant C dans le cas (c) A et C dans les cas (d) et (e). Ces cas tre`s simples
illustrent en quoi la stricte huit-connexite´ est une condition indispensable pour la suite :
nous ne pourrons trouver de de´formation qui corresponde a` une transformation ”bijective”
a` un contour si il n’est pas strictement huit-connexe.
Pour obtenir ces contours strictement huit-connexe nous proposons d’utiliser l’algo-
rithme de squelettisation de Zhang et al. [72]. L’inte´reˆt de cet algorithme est sa rapi-
dite´ et bien entendu le fait qu’il garantisse l’obtention d’un squelette huit-connexe strict
(squelette correspondant a` notre ensemble de contours). La me´thode se base sur la ca-
racte´risation des marqueurs de pixels de contour a` partir de la configuration de leur
voisinage. Un premier passage donne un poids a` chaque pixel en fonction de la configu-
ration de son voisinage, puis ces poids sont interpre´te´s pour permettre la suppression des
marqueurs qui ne sont pas e´le´ments du squelette. Nous recommenc¸ons ces deux e´tapes
jusqu’a` ce que le nombre de pixels supprime´s soit nul.
Une fois que nous nous sommes assure´s que les marqueurs de pixels de contours forment
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un ensemble strictement huit-connexe nous pouvons commencer l’identification de ces
pixels en fonction de l’orientation correspondant a` la configuration de plusieurs d’entre
eux. Le principe de l’algorithme que nous proposons est de partir de configurations direc-
tement identifiables a` un type de de´formation. Les premie`res configurations correspondent
a` un sous-ensemble de deux pixels 1-voisins entre eux. Si ils sont aligne´s verticalement, la
de´formation sera horizontale et inversement.
A
B
BA
(a) (b)
Figure 2.5: Configuration identifiable de sous-ensemble a` 2 pixels. (a) Configuration a`
de´formation horizontale. (b) Configuration a` de´formation verticale.
La figure 2.5 pre´sente les premie`res configurations (sous ensembles a` 2 pixels) nous
permettant d’identifier des pixels. La configuration (a) est identifiable a` une de´formation
horizontale et la configuration (b) a` une de´formation verticale. En l’e´tat, la de´formation
serait nulle puisque les pixels sont de´ja` aligne´s mais, une fois ces pixels identifie´s, ils
pourront eˆtre associe´s a` d’autres pixels de meˆme type de configuration et ainsi construire
un contour qui, lui, ne´cessitera une modification. Nous allons voir le deuxie`me type de
configuration.
B B
C
A A
C
B
A C
A
B
C
(a) (b)
Figure 2.6: Configurations identifiables de sous-ensembles a` 3 pixels. (a) Configurations a`
de´formation horizontale. (b) Configurations a` de´formation verticale.
La figure 2.6 illustre les configurations de sous-ensembles a` trois pixels identifiables
a` des de´formations. (a) ne pourra eˆtre identifie´ qu’a` une de´formation horizontale et (b)
qu’a` une de´formation verticale. La configuration (b) correspond d’ailleurs au sche´ma (e)
de la figure 2.4. L’ensemble des contours que nous pourrons rencontrer dans une image,
a` partir du moment ou` est garantie la stricte huit-connexite´, sera de´composable a` partir
des configurations que nous venons de pre´senter aux figures 2.5 et 2.6 et d’une dernie`re
configuration correspondant a` la configuration (c) de la figure 2.4.
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A
B
A A
B
A
B
Figure 2.7: Configurations non directement identifiables de sous-ensembles a` 2 pixels.
Si nous prenons les configurations de la figure 2.7 nous remarquons effectivement
qu’elles ne peuvent eˆtre identifie´es a` l’un ou l’autre des types de de´formation. Cela consti-
tue en fait plus une liberte´ qu’une contrainte : nous allons identifier les pixels formant ces
configurations a` partir de leurs voisins. Si des pixels formant ce genre de configuration
ont des pixels voisins identifie´s a` un type de de´formation, ils seront associe´s au meˆme
type de de´formation. Si, a` l’inverse, ils sont voisins de pixels non identifie´s, nous re´pe´tons
l’ope´ration jusqu’a` de´tecter un voisin associe´ a` une configuration.
Nous avons donc une me´thode pour identifier les pixels a` un type donne´ de de´formation.
Nous de´finissons donc notre squelette en contours huit-connexes strict (pas de pixels avec
plus de deux voisins) puis nous appliquons notre me´thode pour labe´liser ces contours en
sous-ensembles identifie´s a` un type d’orientation.
(a) (b) (c) (d) (e)
Figure 2.8: Segmentation des contours : (a) L’ensemble de pixels de contours entrecroise´s. (b)
Une premie`re e´tape supprimant les croisements. (c) Marquage des pixels de contours formant
une configuration a` deux pixels correspondant a` une orientation verticale ou horizontale. (d) Un
deuxie`me passage utilisant une configuration de marqueurs a` trois pixels. (e) Identification du
reste des marqueurs par propagation.
La figure 2.8 reprend l’ensemble de ces e´tapes a` travers un exemple relativement simple
contenant l’ensemble des types de configuration.
Nous avons a` partir de cette e´tape l’ensemble des contours labelise´s qui seront a` la
base des modifications des fonctions de base de la transforme´e. Nous allons maintenant
passer a` la segmentation de l’image a` partir de la me´thode de feu de prairie.
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2.1.2 Cre´ation des zones de bandelettes par feu de prairie
Cette me´thode initialement propose´e par Blum H. [9] nous permet de partitionner un
espace donne´ par la propagation simultane´e de plusieurs zones, initie´es par un ensemble
de marqueurs. Les limites de chaque zone sont de´finies lorsque deux zones se rencontrent
lors de leur propagation ou si une zone arrive a` la limite du domaine de l’image.
Dans sa version initiale, le feu de prairie s’appuie sur le phe´nome`ne de diffusion. En
partant d’un ensemble de marqueurs initiaux, cette me´thode ”consomme” l’ensemble en
se propageant a` la manie`re d’un feu de prairie vers l’inte´rieur de l’ensemble :
dC
dt
= βN
Dans cette formulation de la propagation C repre´sente le bord de l’ensemble propage´,N le vecteur normal inte´rieur a` ce bord (avec β la vitesse de propagation).
Dans le cadre de la segmentation de notre image en fonction de notre ensemble de
contours, nous inversons le processus de feu de prairie : nous construisons la forme a` par-
tir du squelette et non le squelette a` partir de la forme. Nous allons e´galement modifier
l’algorithme pour obtenir au final une forme qui soit adapte´e au traitement de transforme´e
par ondelettes : a` la place d’une diffusion isotrope, nous utiliserons une diffusion horizon-
tale ou verticale suivant que le contour est respectivement identifie´ a` une de´formation
horizontale ou verticale. Le but est d’obtenir apre`s de´formation des zones qui, si elles
n’e´taient pas contraintes par la diffusion des autres zones de l’image, seraient rectangu-
laires. En effet, l’algorithme veut que si deux zones diffe´rentes se rencontrent, la diffusion
a` l’endroit de la rencontre s’arreˆte afin d’e´viter le recouvrement des diffe´rentes zones (le
but de l’algorithme de feu de prairie e´tant l’identification du lieu de cette rencontre). No-
tons que cet arreˆt de la diffusion sera valable uniquement pour la version a` taille critique
de la transforme´e en bandelettes. Dans la version a` forte redondance nous utiliserons une
diffusion non contrainte (les recouvrements de zones seront dans ce cas pris en charge).
(a) (b)
Figure 2.9: (a) Application de la me´thode de feu de prairie pour obtenir son squelette. (b) La
version de la transforme´e en bandelettes du feu de prairie pour obtenir une forme rectangulaire.
La figure 2.9 illustre les deux versions de feu de prairie que nous venons de pre´senter.
La premie`re version pre´sente´e sur le sche´ma (a) part d’une forme pour en extraire le
squelette et la version que nous utiliserons, illustre´e par le sche´ma (b), part d’un contour
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pour former une zone rectangulaire adapte´e a` la transforme´e en ondelettes qui va suivre.
Le but du feu de prairie, dans le cadre de la transforme´e en bandelettes de premie`re
ge´ne´ration est d’entourer les contours de l’image afin de permettre une transformation
des pixels de la zone aussi bien dans le sens du contour que perpendiculairement a` ce
contour.
(a) (b) (c)
Figure 2.10: Construction des zones de feu de prairie a` partir des contours de l’image Metaballs.
(a) L’ensemble strictement huit-connexe des contours d’orientation unique. (b) Zones de feu de
prairie correspondantes de largeur 19. (c) Zones de feu de prairie de largeur 39.
La figure 2.10 propose une illustration de la propagation des contours a` partir d’un
ensemble de contours construit pour l’image Metaballs. Nous remarquons que la largeur
des zones a` une influence sur leur forme : plus la zone est large plus sa forme se de´finit
par les confrontations avec ses voisines. Cela signifie que plus la zone est large, plus sa
forme est complexe et donc plus son traitement dans les e´tapes qui suivent est difficile.
Cependant, plus la zone est fine moins nous pourrons monter en e´chelle lors de l’e´tape de
transforme´e en ondelettes.
Nous remarquons que la re´partition de l’espace classe l’ensemble des pixels selon deux
cate´gories :
– les pixels associe´s a` un contour,
– les pixels associe´s a` aucun contour.
Les pixels qui ne sont associe´s a` aucun contour seront pris en charge lors de l’estimation
du re´sidu de´taille´e a` la section 2.1.5. Quant aux pixels associe´s aux contours, nous allons
voir a` pre´sent le traitement qui nous permet d’obtenir les coefficients de bandelettes.
2.1.3 De´formation des zones
Nous allons a` pre´sent rechercher les de´formations qui nous permettront d’aligner les
pixels du contour afin que ceux-ci correspondent apre`s de´formation a` des segments. Cette
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de´formation s’appliquera e´galement aux pixels des zones obtenues par feu de prairie ac-
compagnant les contours. Le but de cette de´formation e´tant d’obtenir une configuration
d’objets a` transformer pour laquelle la transforme´e en ondelettes se´parables sera a priori
plus efficace.
Nous rappelons que le comportement de l’ondelette se´parable motivant la de´formation
de nos zones est illustre´e (au de´but du chapitre 1) par la concentration de l’e´nergie en fonc-
tion de l’angle que forme un segment. L’e´nergie restitue´e apre`s suppression d’un nombre
fixe de coefficients d’ondelettes parmi les plus faibles, pour un angle de 45° avec l’horizon-
tale, repre´sente moins de 60 % de l’e´nergie restitue´e pour une configuration ou` le segment
a un angle de 0°.
La me´thode utilise´e pour la de´formation, dans le cadre de la transforme´e en bandelettes
de Le Pennec, correspond a` une interpolation. Le contour e´tant de´fini dans le domaine
continu, la de´formation qui en de´coule ne va pas ne´cessairement produire un de´placement
compatible avec la grille discre`te de l’image. Cela implique que nous devons estimer la
valeur des pixels apre`s de´placement a` partir de coordonne´es non entie`res dans l’image de
de´part.
La me´thode d’interpolation (utilise´e par Le Pennec) correspond a` la me´thode de The-
venaz et al. [63] base´e sur une utilisation de Spline : elle permet un calcul rapide et
garantit une perte minimale d’information. Cette perte se situe dans les composantes
haute fre´quence de l’information du signal. Cette perte n’est pas un proble`me pour l’ap-
plication vise´e initialement par la transforme´e en bandelettes puisque la compression avec
pertes s’attaque en premier lieu aux informations de de´tail (fre´quence spatiale e´leve´e).
Dans notre cas, nous nous appuyons sur une de´formation de´finie directement dans
le domaine discret : il n’est donc pas ne´cessaire d’utiliser d’interpolation puisque le
de´placement s’effectue toujours vers une position compatible avec la grille. Cette de´forma-
tion est d’ailleurs inversible sans perte d’informations.
Figure 2.11: Interpre´tation de proche en proche des codes de Freeman d’un contour horizontal
pour de´finir la de´formation globale de la zone.
Comme nous l’avons indique´ pre´ce´demment, nous souhaitons que le contour iden-
tifie´ a` l’orientation horizontale (respectivement verticale) apre`s de´formation corresponde
a` un segment horizontal (respectivement vertical). Pour cela, nous exploitons directe-
ment le codage de Freeman avec lequel nous avons code´ les contours. Ce code de´finit le
de´placement effectue´ lorsque nous passons d’un pixel du contour au suivant. Pour obtenir
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la de´formation d’un contour identifie´ a` une de´formation par exemple horizontale, nous
allons utiliser uniquement le de´placement vertical correspondant au code de Freeman. La
de´formation pour un pixel de contour donne´ correspondra a` la somme des de´placements
des pixels pre´ce´dents depuis le pixel initial du contour. Nous l’illustrons par la figure 2.11.
Une fois l’ensemble des valeurs de la fonction de de´calage obtenu, il nous reste a`
appliquer ce de´calage pour tous les pixels de la zone pour obtenir les donne´es que nous
souhaitons transformer. Nous allons alors pouvoir appliquer la transforme´e en ondelettes
se´parables.
2.1.4 Coefficients de bandelettes
La zone que nous obtenons n’est pas rectangulaire et donc demande quelques adap-
tations afin de permettre sa transformation en ondelettes se´parables 2D. La proposition
initiale de Le Pennec s’inspire des travaux de de´finition de transforme´e en ondelettes pour
des fonctions de´finies sur des supports finis. Cette approche modifie les fonctions d’onde-
lettes et d’e´chelles lorsque le support rencontre la frontie`re de l’image. La difficulte´ de ce
choix est qu’il impose la prise en charge de l’e´volution de la forme complexe des bandes
au fur et a` mesure de la monte´e en e´chelle en lien avec la transforme´e en ondelettes sur le
support. Cette me´thode permet de minimiser le nombre de coefficients ne´cessaires pour
la transforme´e d’une bande. Dans notre cas, nous n’avons pas pour objectif le codage de
l’image, nous ne sommes donc pas contraint par le nombre de coefficients produits par la
transforme´e.
Nous proposons dans notre cas, d’utiliser une boite englobante de la zone qui devient
du coup rectangulaire et donc beaucoup plus adapte´e aux sche´mas de transforme´e en
ondelettes. La faiblesse est que nous cre´ons des e´chantillons pour les parties de la boite
qui sont externes a` la zone. Une premie`re approche dans ce cas pourrait eˆtre l’assignation
d’une valeur constante a` chaque e´le´ment externe, mais cela cre´e a priori une discontinuite´
bien plus importante que la singularite´ que nous cherchons a` prendre en charge lors de
la construction de la zone. Pour permettre une diminution de l’influence de ces zones
externes, nous devons les comple´ter de sorte que, mise a` part la singularite´ capte´e par
le contour, la boite obtenue soit la plus re´gulie`re possible en terme de contenu. L’inte´reˆt
de cette re´gularite´ globale est une repre´sentation des zones externes avec des coefficients
d’ondelettes a` faible couˆt.
A` l’exte´rieur de la bande nous sommes libres de choisir la valeur des pixels qui ne sera
pas prise en compte pour la reconstruction. Par contre, si nous choisissions une me´thode
na¨ıve en laissant par exemple les zones externes a` leur valeur arbitraire, un traitement sur
l’ensemble des coefficients d’ondelettes risquerait de faire subir aux pixels de la zone de
contour l’influence de cette zone. La figure 2.12 est une illustration du processus que nous
allons employer qui s’apparente aux me´thodes d’inpainting permettant la reconstruction
de zones de´te´riore´es dans les images. Les donne´es initiales correspondent aux zones A et
B du sche´ma (a). La zone externe C, englobant les donne´es, est choisie en fonction de
l’e´chelle de la transforme´e en ondelettes se´parables 2D que l’on souhaite appliquer par la
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A
B
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(a) (b)
Figure 2.12: Construction de l’ensemble a` traiter par la transforme´e en ondelettes se´parables
2D. (a) Donne´es initiales. (b) Donne´es preˆtes a` eˆtre transforme´es.
suite. Les donne´es seront diffuse´es des zones A et B dans C comme cela est illustre´ par
le sche´ma (a) pour obtenir le re´sultat (b). Le but est d’e´viter la diffusion de A dans B ou
de B dans A et d’obtenir une re´partition de C respectant la singularite´ rectifie´e (frontie`re
entre A et B).
Nous recherchons la valeur des pixels des zones externes afin que globalement ils in-
fluencent le moins possible les futurs traitements sur les coefficients d’ondelettes. L’esti-
mation que nous proposons s’inspire de la me´thode pre´sente´e par Tschumperle´ et al. [67]
permettant une estimation de l’information de certains pixels inde´termine´s en ”propa-
geant” les valeurs des zones contenant de l’information vers les zones n’en contenant pas.
Cette me´thode exploite les e´quations aux de´rive´es partielles que nous avons pre´sente´es a`
la section 2.1.1.
Dans notre cas, nous allons adapter cette me´thode en nous basant sur les caracte´ristiques
des donne´es que nous souhaitons estimer. La premie`re caracte´ristique correspond a` l’ab-
sence de singularite´ dans les donne´es : nous n’aurons donc pas besoin d’estimer la ge´ome´trie
locale de l’image. La deuxie`me caracte´ristique correspond au fait que les donne´es a`
l’exte´rieur de la zone n’ont pas de sens pour notre signal : la valeur des pixels restaure´s
sera uniquement fonction de pixels de la zone interne ou de pixels de la zone externe dont
la valeur aura e´te´ mise a` jour par la restauration a` l’ite´ration pre´ce´dente. La dernie`re
caracte´ristique est lie´e a` la manie`re dont nous allons envisager les donne´es obtenues avec
la transforme´e en ondelettes se´parables : nous allons utiliser une syme´trisation plutoˆt
qu’une pe´riodisation de l’ensemble. Les donne´es que nous ge´ne´rons par notre diffusion ne
risquent pas de cre´er une discontinuite´ a` la frontie`re du support de la boite englobante
puisque nous syme´trisons au lieu de pe´riodiser les donne´es de cette boite.
Nous de´taillons les deux e´tapes de notre algorithme. La premie`re e´tape (figure 2.13
(b)) consiste a` identifier le pixel que nous allons estimer. Pour cela nous identifions tout
simplement les plus proches voisins en terme de grille quatre-connexes. Lors de la deuxie`me
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(a) (b) (c) (d)
Figure 2.13: Principe de la diffusion rapide de l’information dans des pixels de´te´riore´s. (a)
Zones d’une ”image” a` restaurer avec en blanc les pixels intacts ou restaure´s et en gris les pixels
a` restaurer. (b) Identification par ○ des pixels a` traiter pour l’e´tape en cours. (c) Passage de la
convolution sur le pixel marque´ par ×. (d) Mise a` jour des marqueurs.
e´tape, nous allons estimer la valeur d’un pixel a` restaurer a` partir de la moyenne des pixels
marque´s (figure 2.13 (c)).
Cette simple me´thode permet une re´gularisation de l’image en un seul passage (pas
de traitement ite´ratif sur l’image dans son ensemble). Par contre, l’image produite n’est
pas encore compatible avec une transforme´e en ondelettes se´parable conside´rant le signal
comme pe´riodique. En effet, dans la de´marche de la transforme´e, le but de l’ensemble
associe´ a` un contour est de ne contenir qu’une seule singularite´ correspondant au contour.
Si nous appliquons une transforme´e en ondelettes se´parables 2D sur l’image 2.12 (b),
nous aurons une frontie`re aussi marque´e au bord de l’image qu’au niveau du contour.
Pour reme´dier a` ce proble`me, nous allons syme´triser la zone.
Si nous reprenons le re´sultat 2.12 (b) et que nous le syme´trisons (figure 2.14) nous
nous assurons qu’aucune singularite´ n’e´merge au niveau de la frontie`re lors du traitement
pe´riodique de l’ensemble. Nous pouvons donc a` partir de tous ces traitements construire
l’ensemble des coefficients de bandelettes par l’application de la transforme´e en ondelettes
se´parables 2D.
Il nous reste, pour garantir une reconstruction parfaite de l’image, a` de´finir la notion
de re´sidu.
2.1.5 Estimation de l’image du re´sidu
Afin de prendre en charge les pixels qui ne sont pas directement repre´sente´s par les
coefficients de bandelettes, la premie`re e´tape consiste a` estimer une image uniquement a`
partir des coefficients de bandelettes. Nous utilisons encore une fois la me´thode d’inpain-
ting que nous venons de de´finir pour combler la zone externe de nos pixels de bandelettes.
Par contre, comme la propagation de l’information ne se fait plus dans une boite englo-
bante isole´e mais plutoˆt dans une image dont le support correspond a` l’image initiale,
nous allons confronter la propagation de l’information des diffe´rentes bandes. Nous allons
donc appliquer un traitement supple´mentaire pour nous assurer de la re´gularite´ globale
de l’image.
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Figure 2.14: Donne´e syme´trise´e.
(a) (b)
Figure 2.15: Estimation de l’image Metaballs uniquement a` partir des pixels code´s par les
coefficients de bandelettes. (a) Pixels code´es par les coefficients de bandelettes. (b) Image estime´e
avec la me´thode de restauration utilise´e pour les zones de contours (voir figure 2.12).
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Nous appliquons dans un premier temps la me´thode de propagation de l’information
propose´e pour les bandes dans les boites englobantes. La figure 2.15 est un exemple de
re´sultat sur l’estimation de l’image Metaballs par diffusion de l’information des bandes
code´es par les coefficients de bandelettes. Nous constatons que la propagation, produit
des singularite´s.
Pour re´gulariser cette image, nous allons utiliser directement l’outil que nous avons
a` disposition (i.e. la transforme´e en ondelettes se´parables 2D). Le processus ite´ratif de
re´gularisation sera ici obtenu par la re´pe´tition de deux phases : mise a` jour des pixels
de bandelettes (pixels que codent les coefficients de bandelettes) puis suppression de cer-
tains coefficients d’ondelettes. La suppression des coefficients de bandelettes permet de
re´gulariser l’image en supprimant ses de´tails. Comme elle supprime e´galement les de´tails
contenus dans les pixels de bandelettes, nous re´initialisons la valeur de ces pixels.
Nous nous sommes inspire´s de l’inpainting par e´quation aux de´rive´es partielles uti-
lisant un processus multi-e´chelle que nous pouvons retrouver par exemple dans la the`se
de Bourdon P. [10]. Nous e´liminons d’abord tous les coefficients d’ondelettes jusqu’a` une
e´chelle N et ite´rons le processus jusqu’a` une certaine stabilisation (l’e´volution de l’es-
timation mesure´e en terme d’e´nergie descend en dessous d’un certain seuil). Une fois
cette stabilisation obtenue nous passons a` l’e´chelle N − 1, c’est a` dire que nous e´liminons
tous les coefficients d’ondelettes jusqu’a` cette e´chelle et ite´rons jusqu’a` stabilisation. Nous
continuons ce processus jusqu’a` l’e´chelle 1.
(a) (b)
Figure 2.16: Estimation de l’image Metaballs uniquement a` partir des pixels code´s par les
coefficients de bandelettes. (a) Image originale. (b) L’image estime´e a` partir des coefficients de
bandelettes.
Nous voyons dans la figure 2.16 avec l’image (a) l’ensemble des pixels code´s a` partir
des coefficients de bandelettes. Les pixels qui ne sont pas associe´s a` un contour sont donc
”restaure´s” en obtenant une estimation de l’image Metaballs a` partir de ses coefficients
de bandelettes : image (b) de la figure 2.16.
Une fois cette estimation obtenue nous pouvons traiter efficacement le reste de l’infor-
mation. En effet, de par l’estimation de l’image, les coefficients de bandelettes repre´sentent
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la majeure partie de l’information basse fre´quence de l’image plus l’information haute
fre´quence des zones de bandelettes. Les de´tails de l’image qu’il reste a` coder seront pris
en charge a` partir de l’image de re´sidu. Elle correspond a` la diffe´rence entre l’image es-
time´e et l’image initiale. Les coefficients d’ondelettes de l’image de re´sidu ne code plus que
l’information haute fre´quence des zones externes aux zones de bandelettes et une faible
partie de l’information basse fre´quence toujours dans les zones externes. L’exemple que
nous proposons a` la figure 2.16 permet de construire une image de re´sidu dont l’e´nergie
correspond a` 0.227% de l’e´nergie de l’image initiale.
La transforme´e est donc associe´e aux donne´es suivantes :
– Les informations de contours : positions de de´part et codes de Freeman.
– Les coefficients de bandelettes.
– Les coefficients d’ondelettes du re´sidu.
Nous allons maintenant reprendre les diffe´rentes e´tapes pour de´finir la proce´dure per-
mettant, a` partir de ces donne´es, la reconstruction de l’image initiale.
2.1.6 Reconstruction
Pour synthe´tiser l’image a` partir des coefficients il est ne´cessaire de rede´finir les vec-
teurs de de´formation des zones. Ceci implique que nous devons e´galement retrouver les
pixels associe´s aux coefficients de bandelettes et les pixels qui seront pris en charge par
l’image de re´sidu. Pour cela, a` partir des contours, nous reprenons les e´tapes de construc-
tion des fonctions de de´formation, puis la construction des zones de bandelettes par la
me´thode de feu de prairie.
A` chaque zone identifie´e a` un contour, ainsi qu’a` l’image de re´sidu, est associe´e un en-
semble de coefficients d’une transforme´e en ondelettes se´parables 2D. Nous reconstruisons
les pixels de chacune de ces zones a` partir de ces coefficients.
Une fois ces ope´rations effectue´es, si les coefficients de bandelettes ne sont pas modifie´s,
les donne´es reconstruites seront exactement les meˆmes que celles utilise´es pour l’estimation
de la section 2.1.5. Par conse´quent, si nous appliquons l’estimation de l’image initiale a`
partir des coefficients de bandelettes, il ne restera plus qu’a` ajouter le re´sidu pour obtenir
l’image initiale.
La reconstruction ne demande pas de nouvelle manipulation sur les donne´es a` part
la re´pe´tition de l’estimation de l’image initiale a` partir des pixels de bandelettes. Nous
allons maintenant appliquer notre transforme´e a` la suppression de bruit blanc gaussien
ajoute´ aux images Metaballs, Splash et Mandrill.
2.1.7 Application a` la suppression du bruit
La restauration d’image par suppression du bruit est l’une des applications pour la-
quelle la transforme´e en ondelettes s’est ave´re´e tre`s approprie´e. Il est notamment possible
d’obtenir de tre`s bons re´sultats a` partir de la transforme´e en ondelettes non de´cime´e
[7, 23].
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Figure 2.17: Sche´ma bloc de la transforme´e en bandelettes inverses.
Le principe de cette restauration repose sur la supposition que la de´te´rioration de
l’image correspond a` :
Id = Io +B (2.9)
avec B la re´alisation d’un bruit blanc gaussien centre´ en 0 d’e´cart type σ. La trans-
forme´e en ondelettes se´parables 2D non de´cime´e permet la conception d’une me´thode de
de´bruitage efficace. La me´thode consiste a` seuiller l’ensemble des coefficients d’ondelettes
en fonction de ses caracte´ristiques. Le but est de diminuer au maximum la de´te´rioration
cause´e par le bruit tout en perdant un minimum de de´tails de l’image.
Pour cela, la me´thode utilise´e consiste a` appliquer une transforme´e en ondelettes non
de´cime´e puis un seuillage base´ sur σe l’e´cart type du bruit estime´ sur la premie`re e´chelle de
la transforme´e en ondelettes. Il existe deux types de seuillage. Le seuillage dur correspond
a` (t e´tant le seuil) :
sdur(c) = { 0 si ∣c∣ < tc si ∣c∣ > t (2.10)
Nous avons choisi ce type de seuil, mais il existe e´galement le cas du seuillage doux :
sdoux(c) =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
c + t si c < −t
c − t si c > t
0 si −t < c < t (2.11)
Comme nous l’avons pre´cise´ pre´ce´demment, le seuil est de´fini a` partir de l’estimation
de l’e´cart type σe du bruit. Cette estimation est effectue´e a` partir de la valeur me´diane
de l’ensemble des bandes de fre´quences de la premie`re e´chelle. Le seuil est ensuite de´fini
a` partir de la formule :
t = 3 ∗ σe (2.12)
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Ce choix plutoˆt que le seuil ide´al issu de la minimisation de l’erreur quadratique
(
√
2 lognσe avec n le nombre d’e´chantillons) est issu de l’expe´rience du de´bruitage en
ondelettes. Ce seuil est d’ailleurs pre´sente´ dans le livre de Mallat [47].
Nous allons par la suite nous appuyer sur cette formulation du seuil pour effectuer les
seuillages associe´s a` notre restauration d’images bruite´es. Dans le cadre de la transforme´e
en bandelettes, nous utilisons le seuil estime´ a` partir de la transforme´e sur l’image comple`te
pour effectuer le de´bruitage sur les diffe´rentes bandes. Le bruit que nous appliquons a` nos
images de test correspond a` un bruit blanc additif gaussien d’e´cart type 30 centre´ en 0. Afin
d’eˆtre cohe´rent avec la transforme´e en bandelettes qui est base´e sur des de´compositions
de´cime´es, nous comparerons nos re´sultats avec le de´bruitage a` partir de la transforme´e en
ondelettes de´cime´e.
Nous avons choisi pour nos tests d’utiliser l’ondelette Spline (2, 2) de´finie par Cohen
et al. [21]. Le but est de profiter de la syme´trie de cette fonction ainsi que de son support
court. Cette fonction sera utilise´e aussi bien pour la transforme´e en ondelettes se´parables
que pour la transforme´e en bandelettes. Le support court de cette ondelette nous permet
de limiter les interactions entre les zones de bandelettes et l’exte´rieur lors de la transforme´e
de la zone de bandelettes. La syme´trie de cette ondelette nous servira par la suite, lorsque
nous de´finirons une version a` redondance forte de la transforme´e en bandelettes.
Nous allons donc commencer par montrer quelques re´sultats de de´bruitage en mettant
en paralle`le le re´sultat obtenu a` partir de la transforme´e en ondelettes se´parables et la
transforme´e en bandelettes.
Image initiale Estime´e ondelettes Estime´e bandelettes
(a) (b) (c)
Figure 2.18: Test de de´bruitage avec les de´compositions de´cime´es. (a) Image Metaballs bruite´e.
(b) Transforme´e en ondelettes se´parables 2D (PSNR = 23.0162 dB). (c) Transforme´e en bande-
lettes (PSNR = 22.9448 dB).
Le premier ensemble d’images de la figure 2.18 correspond a` une partie de l’image
Metaballs que nous avons bruite´e (image (a)), puis de´bruite´e a` l’aide de la transforme´e en
ondelettes se´parables 2D (image (b)) et la transforme´e en bandelettes (image (c)). Dans
52
CHAPITRE 2. TRANSFORME´E EN BANDELETTES PREMIE`RE GE´NE´RATION
ce premier cas l’ame´lioration apporte´e par l’utilisation de la transforme´e en bandelettes
n’est pas des plus probant. Ce motif n’e´tant pas complique´, nous somme dans le cadre
ide´al d’utilisation de la transforme´e en bandelettes (quelques de´tails dans l’image et des
singularite´s contraste´es et de taille importante). Pour autant la transforme´e ge´ome´trique
obtient des re´sultats similaires que ce soit en terme de PSNR ou en terme de qualite´
visuelle. Il est a` noter que pour les besoins du test nous avons utilise´ un seuil pour la
transforme´e en bandelettes comparable a` celui de la transforme´e en ondelettes se´parables
et que par conse´quent l’estimation de ce seuil ne tient pas compte des spe´cificite´s de la
transforme´e en bandelettes.
Image initiale Estime´e ondelettes Estime´e bandelettes
(a) (b) (c)
Figure 2.19: Test de de´bruitage avec les de´compositions de´cime´es. (a) Image Splash bruite´e. (b)
Transforme´e en ondelettes se´parables 2D (PSNR = 23.4638 dB). (c) Transforme´e en bandelettes
(PSNR = 23.2081 dB).
Le deuxie`me test (figure 2.19) correspond a` une image qui contient des motifs re´guliers.
Par contre, les singularite´s ont une forme qui s’accorde beaucoup moins aux zones conte-
nant les pixels de bandelettes : la forme plus torture´e des singularite´s implique que nos
zones de bandelettes sont beaucoup plus petites. Les re´sultats sont encore une fois tre`s
comparables en terme de PSNR ou en terme de qualite´ visuelle. L’image de ce test appar-
tient a` la base que nous utilisons par la suite pour ge´ne´rer les tableaux de PSNR (image
4.2.01).
La particularite´ du dernier test (figure 2.20) pour lequel nous pre´sentons une illus-
tration, est la pre´sence de larges zones texture´es. Cette image se trouve e´galement dans
la base de test : image 4.2.03. Nous avons constate´ dans ce genre de cas (pre´sence de
zones texture´es) une prise en compte peu fiable de la ge´ome´trie. Nous avons encore une
fois, dans le cadre de ce test, des re´sultats similaires que ce soit en terme de PSNR ou de
qualite´ visuelle. Mais de nouveau le protocole utilise´ vise la comparaison de la transforme´e
en bandelettes et de la transforme´e en ondelettes se´parables. Nous ne tenons pas compte
des spe´cificite´s des coefficients de bandelettes.
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Image initiale Estime´e ondelettes Estime´e bandelettes
(a) (b) (c)
Figure 2.20: Test de de´bruitage avec les de´compositions de´cime´es. (a) Image Mandrill bruite´e.
(b) Transforme´e en ondelettes se´parables 2D (PSNR = 19.6501 dB). (c) Transforme´e en bande-
lettes (PSNR = 19.4596 dB).
Nous proposons e´galement trois tableaux de re´sultats correspondant a` ces meˆmes
tests applique´s sur un ensemble d’images, disponible a` l’adresse http://sipi.usc.edu/
database/. Cette base d’images regroupe plusieurs bases. La premie`re que nous allons
exploiter contient des images de textures (incluant les images de la base de Brodatz).
La deuxie`me base est compose´e de prises de vue ae´riennes. La dernie`re base regroupe
plusieurs images connues telles que Lena, le Mandrill (figure 2.20), Splash (figure 2.19) et
d’autres. Les tests effectue´s sur ces images sont pre´sente´s sous la forme de tableaux dont
les colonnes indiquent, dans l’ordre, le nom de l’image respectant la nomenclature de la
base, le nombre de canaux de l’image, le format de l’image, le PSNR du de´bruitage par
ondelettes se´parables et le de´bruitage par bandelettes. Le plus petit des deux PSNR est
affiche´ en rouge.
Les re´sultats du premier tableau (tableau 2.1) sont dans la logique des re´sultats de´ja`
pre´sente´s : la transforme´e en bandelettes ne se de´marque pas de la transforme´e en onde-
lettes se´parables. L’e´cart n’est jamais supe´rieur a` 1 dB que ce soit dans un sens ou dans
l’autre.
Les re´sultats du tableau 2.2 (images ae´riennes) indiquent la meˆme tendance. Les rai-
sons sont encore une fois a` chercher dans le manque de contraste de l’image initiale
impliquant une de´tection difficile des contours ou la forme des singularite´s qui se preˆte
mal a` la construction des zones de bandelettes.
La dernie`re base dont les re´sultats sont pre´sente´s dans le tableau 2.3 (images naturelles)
confirme les re´sultats des deux autres tableaux. Pourtant ces images sont a priori plus
adapte´es a` la transforme´e de par la nature des singularite´s. Meˆme si elles contiennent
ne´cessairement des textures fines, ces images contiennent des zones re´gulie`res avec des
frontie`res aux formes e´galement re´gulie`res (courbe d’un visage, de´limitation de l’horizon,
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Image nc Format Ondelettes Bandelettes Image nc Format Ondelettes Bandelettes
1.1.01 1 512x512 17.4031 17.424 1.1.02 1 512x512 19.4822 19.7389
1.1.03 1 512x512 18.7989 19.3012 1.1.04 1 512x512 19.3135 19.5279
1.1.05 1 512x512 20.3943 20.6873 1.1.06 1 512x512 18.118 18.4569
1.1.07 1 512x512 19.8333 20.0814 1.1.08 1 512x512 22.1382 22.1281
1.1.09 1 512x512 21.2639 21.2216 1.1.10 1 512x512 19.9767 20.4161
1.1.11 1 512x512 20.6995 20.9649 1.1.12 1 512x512 21.1632 21.2987
1.1.13 1 512x512 19.9502 20.3021 1.2.01 1 512x512 16.0191 15.7936
1.2.02 1 512x512 17.6929 17.622 1.2.03 1 512x512 16.2106 16.3355
1.2.04 1 512x512 15.8131 15.5093 1.2.05 1 512x512 16.1127 16.0239
1.2.06 1 512x512 15.5951 15.4469 1.2.07 1 512x512 15.9658 15.7381
1.2.08 1 512x512 17.8728 17.2837 1.2.09 1 512x512 18.542 17.9566
1.2.10 1 512x512 17.6114 17.2681 1.2.11 1 512x512 16.7749 16.5733
1.2.12 1 512x512 17.2473 17.4547 1.2.13 1 512x512 18.3803 18.3356
1.3.01 1 1024x1024 20.0731 20.2806 1.3.02 1 1024x1024 20.8404 21.122
1.3.03 1 1024x1024 21.2724 21.5804 1.3.04 1 1024x1024 19.6047 19.6752
1.3.05 1 1024x1024 19.7206 19.9908 1.3.06 1 1024x1024 20.3551 20.7378
1.3.07 1 1024x1024 21.6572 21.7952 1.3.08 1 1024x1024 22.9119 22.7512
1.3.09 1 1024x1024 23.1949 23.136 1.3.10 1 1024x1024 22.4633 22.5364
1.3.11 1 1024x1024 21.6228 21.7607 1.3.12 1 1024x1024 21.94 22.0766
1.3.13 1 1024x1024 21.3493 21.603 1.4.01 1 1024x1024 21.5924 21.8447
1.4.02 1 1024x1024 21.5948 21.7224 1.4.03 1 1024x1024 22.1992 22.2036
1.4.04 1 1024x1024 22.8282 22.6007 1.4.05 1 1024x1024 22.3707 22.2985
1.4.06 1 1024x1024 22.2814 22.2043 1.4.07 1 1024x1024 22.0534 22.1676
1.4.08 1 1024x1024 22.2974 22.2234 1.4.09 1 1024x1024 21.1711 21.1671
1.4.10 1 1024x1024 20.3475 20.5238 1.4.11 1 1024x1024 19.6511 19.6924
1.4.12 1 1024x1024 20.1482 20.2062 1.5.01 1 512x512 22.5543 22.4849
1.5.02 1 512x512 19.0745 18.8422 1.5.03 1 512x512 21.0644 21.2743
1.5.04 1 512x512 20.7943 21.063 1.5.05 1 512x512 22.2302 22.4207
1.5.06 1 512x512 22.9187 22.0304 1.5.07 1 512x512 20.152 20.4085
Table 2.1: Tableau de PSNR des images de textures.
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Image nc Format Ondelettes Bandelettes Image nc Format Ondelettes Bandelettes
2.1.01 3 512x512 20.4776 20.837 2.1.02 3 512x512 19.5334 19.8396
2.1.03 3 512x512 22.8948 22.6753 2.1.04 3 512x512 20.6491 20.8264
2.1.05 3 512x512 21.2937 21.6062 2.1.06 3 512x512 20.3018 20.6624
2.1.07 3 512x512 22.4467 22.2656 2.1.08 3 512x512 22.3557 22.4949
2.1.09 3 512x512 23.1203 22.9219 2.1.10 3 512x512 21.6095 21.7711
2.1.11 3 512x512 21.8654 22.1497 2.1.12 3 512x512 21.8604 22.0177
2.2.01 3 1024x1024 20.6825 20.7064 2.2.02 3 1024x1024 23.2945 22.9726
2.2.03 3 1024x1024 22.809 22.7117 2.2.04 3 1024x1024 21.6737 21.7217
2.2.05 3 1024x1024 21.1494 21.4023 2.2.06 3 1024x1024 23.3285 23.053
2.2.07 3 1024x1024 22.9403 22.7632 2.2.08 3 1024x1024 20.7907 20.8226
2.2.09 3 1024x1024 22.7119 22.5182 2.2.10 3 1024x1024 22.9518 22.7026
2.2.11 3 1024x1024 22.08 22.0793 2.2.12 3 1024x1024 22.3244 22.14
2.2.13 3 1024x1024 22.219 22.1212 2.2.14 3 1024x1024 21.7154 21.6744
2.2.15 3 1024x1024 22.3246 22.1151 2.2.16 3 1024x1024 22.0037 22.0226
2.2.17 3 1024x1024 20.8642 21.2189 2.2.18 3 1024x1024 21.8483 21.8581
2.2.19 3 1024x1024 22.3681 22.2915 2.2.20 3 1024x1024 22.6492 22.5247
2.2.21 3 1024x1024 21.6218 21.6819 2.2.22 3 1024x1024 22.695 22.4824
2.2.23 3 1024x1024 23.5354 23.1894 2.2.24 3 1024x1024 22.2212 22.0848
3.2.25 1 1024x1024 21.5251 21.6504
Table 2.2: Tableau de PSNR des prises de vue ae´riennes.
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Image nc Format Ondelettes Bandelettes Image nc Format Ondelettes Bandelettes
4.1.01 3 256x256 22.4627 22.7103 4.1.02 3 256x256 22.8445 23.002
4.1.03 3 256x256 22.8398 22.6483 4.1.04 3 256x256 22.3513 22.5762
4.1.05 3 256x256 22.4695 22.5179 4.1.06 3 256x256 21.0402 21.2669
4.1.07 3 256x256 23.0443 22.8692 4.1.08 3 256x256 22.3843 22.4557
4.2.01 3 512x512 23.4244 23.2441 4.2.02 3 512x512 22.6482 22.6381
4.2.03 3 512x512 19.6463 19.8394 4.2.04 3 512x512 22.4981 22.6141
4.2.05 3 512x512 22.6384 22.6903 4.2.06 3 512x512 21.7016 21.7829
4.2.07 3 512x512 22.5363 22.611 5.1.09 1 256x256 22.1748 22.1111
5.1.10 1 256x256 19.774 20.1465 5.1.11 1 256x256 23.4721 23.2451
5.1.12 1 256x256 22.6862 22.4655 5.1.13 1 256x256 22.7569 22.2685
5.1.14 1 256x256 20.7392 21.0818 5.2.08 1 512x512 21.9162 21.9306
5.2.09 1 512x512 20.7588 21.0304 5.2.10 1 512x512 20.5317 20.7848
5.3.01 1 1024x1024 21.9594 22.0275 5.3.02 1 1024x1024 21.644 21.6581
7.1.01 1 512x512 22.0814 22.2586 7.1.02 1 512x512 23.3162 22.8718
7.1.03 1 512x512 22.2682 22.1386 7.1.04 1 512x512 22.1794 22.3453
7.1.05 1 512x512 21.4069 21.6686 7.1.06 1 512x512 21.449 21.6734
7.1.07 1 512x512 21.6172 21.8332 7.1.08 1 512x512 22.8104 22.6553
7.1.09 1 512x512 21.731 21.8947 7.1.10 1 512x512 22.1931 22.3573
7.2.01 1 1024x1024 24.5945 24.2513 boat.512 1 512x512 21.777 21.8616
elaine.512 1 512x512 22.5124 22.6261 gray21.512 1 512x512 23.5202 23.2266
house 3 512x512 21.7224 21.8388 numbers.512 1 512x512 20.2453 20.4096
Table 2.3: Tableau de PSNR d’un ensemble d’image naturelles.
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les formes tre`s ge´ome´triques des sce`nes d’inte´rieur).
Tous ces re´sultats vont dans le meˆme sens : la transforme´e en bandelettes ne se
de´marque pas dans le cadre des de´compositions de´cime´es. Prenant en compte le fait que la
transforme´e en ondelettes se´parables de´cime´e est beaucoup moins efficace que sa variante
non de´cime´e dans les applications de de´bruitage, nous en avons tire´ la conclusion que
la transforme´e en bandelettes a` redondance faible n’e´tait pas suffisante pour les applica-
tions de de´bruitage. Nous allons pre´senter une variante de la transforme´e en bandelettes
prenant en compte des de´compositions non de´cime´es.
2.1.8 Bilan
Nous avons introduit un processus nume´rique e´quivalent a` la transforme´e en bande-
lettes de premie`re ge´ne´ration directement de´finie dans le domaine discret qui ne ne´cessite
ni interpolation, ni modification des fonctions d’analyse sur le bord des zones. Cette ver-
sion de la transforme´e propose diffe´rentes simplifications du processus du fait du passage
du discret au continu.
Toutefois nous pouvons formuler des critiques sur les re´sultats que nous obtenons
pour le de´bruitage des images : ils ne sont pas meilleurs que ceux de la transforme´e en
ondelettes se´parables de´cime´e : que ce soit visuellement ou en terme de PSNR. De plus,
l’estimation implique´e par le traitement en deux parties de l’image (bandes et re´sidu),
impose d’effectuer un traitement relativement couˆteux par rapport a` la transforme´e elle-
meˆme, que nous aimerions e´viter. Enfin, si nous confrontons ces re´sultats a` ceux obtenus
a` partir de la transforme´e en ondelettes se´parables non de´cime´e (que nous pre´senterons a`
la fin du chapitre), nous avons des re´sultats infe´rieurs.
Tous ces aspects nous ont motive´s pour de´finir une version de cette transforme´e dont
la redondance serait plus importante, en une sorte de transposition de la transforme´e en
ondelettes se´parables non de´cime´e pour la transforme´e en bandelettes.
58
CHAPITRE 2. TRANSFORME´E EN BANDELETTES PREMIE`RE GE´NE´RATION
2.2 Transforme´e en bandelettes a` redondance forte
Comme nous l’avons dit, la conception d’une version a` redondance forte de la trans-
forme´e a e´te´ motive´e par les re´sultats de restauration d’images de´coulant de l’utilisation
de l’algorithme a` trous [7] par les de´compositions en ondelettes. La transforme´e en on-
delettes non de´cime´e permet d’obtenir une transforme´e en ondelettes se´parables dont le
nombre de coefficients n’est plus e´gal au nombre d’e´chantillons du signal traite´ mais e´gal
a` (3ne +1)×N (avec ne le nombre d’e´chelles de la transforme´e et N le nombre de pixels).
Cette variante de la transforme´e en ondelettes se´parables a e´te´ conc¸ue en supprimant la
de´cimation qui permet normalement de garder un nombre de coefficients e´gal au nombre
d’e´chantillons tout en garantissant la reconstruction du signal. Pour cela, l’algorithme
a` trous propose une modification des filtres d’analyse afin de transposer les calculs sur
des ensembles de coefficients non de´cime´s. Cette approche est par exemple utilise´e dans
[32, 59, 17]. Nous proposons d’introduire ce concept dans la transforme´e en bandelettes.
Cette transforme´e naturellement tre`s proche de la version a` redondance faible que
nous venons d’introduire se compose des e´tapes suivantes :
– De´tection des singularite´s.
– Construction de zones de bandelettes.
– Transforme´e sur les zones de bandelettes.
– Transforme´e sur l’ensemble de l’image.
L’e´tape de de´tection des singularite´s ne subit aucune modification lors du passage a`
la version a` redondance forte. Nous allons donc e´tudier directement la construction des
zones de contours.
2.2.1 Construction des zones de contours
Nous allons faire e´voluer les contraintes sur la forme de la zone. En passant a` une
version a` forte redondance, l’effort consenti pour minimiser le nombre de coefficients de
bandelettes n’est plus d’actualite´ : nous de´finissons une zone autour de chaque contour
selon notre convenance inde´pendamment des autres contours (il n’y a plus de segmenta-
tion).
Pour de´terminer les zones de contours, nous remplac¸ons le feu de prairie par la simple
construction d’une bande de largeur fixe´e autour des contours. Cette approche des zones
de contours implique que l’estimation des zones externes n’a plus lieu d’eˆtre puisque la
zone de contours correspondra directement a` sa potentielle boite englobante. Une fois ces
zones obtenues, en association avec leur de´formation, nous construisons donc les zones rec-
tangulaires auxquelles nous appliquons ensuite une transforme´e en ondelettes se´parables
2D non de´cime´e.
De par cette simplification de la forme, nous introduisons un recouvrement entre les
diffe´rentes zones. Nous verrons a` la section 2.2.3 que ces recouvrements ne sont pas un
obstacle a` la reconstruction de l’image.
Nous pouvons voir a` travers la figure 2.21 une reconstruction des pixels des zones de
contours uniquement a` partir des coefficients de bandelettes.
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Figure 2.21: Ensemble des pixels correspondant aux coefficients de bandelettes.
Le re´sultat (en terme de recouvrement de la surface de l’image) est finalement compa-
rable a` ce que nous obtenons avec la version a` redondance faible car le but est le meˆme :
nous souhaitons, a` travers les coefficients de bandelettes prendre en charge l’ensemble
des zones contenant des singularite´s. Comme nous venons de le voir, la construction des
zones ne demande pas de traitements particuliers et la seule modification apporte´e pour
le codage est l’utilisation d’une version non de´cime´e (pas d’adaptation a` la forme). Nous
e´tudions maintenant la prise en charge des zones re´gulie`res.
2.2.2 Prise en compte du re´sidu
La prise en charge du re´sidu dans le cadre de la transforme´e a` redondance forte ne
ne´cessite, encore une fois, aucune e´conomie en terme de coefficients d’ondelettes. Dans ce
cas l’inte´reˆt a` utiliser une estimation des pixels en dehors des zones de contours est remis en
cause. Nous proposons donc d’utiliser directement la transforme´e en ondelettes se´parables
2D pour prendre en charge les pixels que nous ne pouvons pas reconstruire seulement
a` partir des coefficients de bandelettes. Cette me´thode proposera donc e´galement une
reconstruction des pixels pris en charge par les coefficients de bandelettes a` partir des
coefficients d’ondelettes se´parables 2D.
A` ce stade, nous pouvons nous demander l’inte´reˆt des coefficients de bandelettes si,
au final, nous calculons la transforme´e en ondelettes se´parables 2D non de´cime´e sur toute
l’image. La re´ponse re´side dans l’e´tape de reconstruction que nous allons pre´senter a`
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la prochaine section. En effet, les coefficients de bandelettes ont la particularite´ d’eˆtre
adapte´s a` la ge´ome´trie. La reconstruction de pixels de l’image issue de ces coefficients
sera donc mise en avant par rapport a` la reconstruction des coefficients d’ondelettes de
l’image.
2.2.3 Reconstruction - Profils de ponde´ration
Apre`s reconstruction a` partir des coefficients de bandelettes et des coefficients d’on-
delettes 2D non de´cime´s, il nous reste a` associer ces diffe´rentes reconstructions afin de
prendre en compte au mieux les caracte´ristiques de chaque type de coefficients pour la
reconstruction de l’image.
Pour effectuer cette fusion, nous avons dans un premier temps de´fini la moyenne de
toutes les reconstructions, un peu a` la manie`re de la transforme´e non de´cime´e (voir [7])
effectuant la moyenne des diffe´rentes phases de la reconstruction.
Le proble`me de cette premie`re version est qu’elle ne met pas en avant les reconstruc-
tions des coefficients de bandelettes par rapport aux coefficients d’ondelettes se´parables.
Pour permettre cette mise en avant, nous allons utiliser des ponde´rations nous permet-
tant ainsi d’exprimer l’importance de ces coefficients de bandelettes par rapport aux
coefficients d’ondelettes. Chaque pixel de chaque reconstruction se voit assigner un poids
ci exprimant l’influence que nous lui attribuons par rapport aux autres reconstructions
potentielles. Ensuite pour chaque pixel p, nous effectuons la somme ponde´re´e par ci de
toutes les reconstructions du pixel, normalise´e par la somme de tous les ci associe´s a` p.
Pour les pixels issus de la reconstruction des coefficients d’ondelettes est attribue´ un
coefficient e´gal a` 1. Pour les reconstructions des coefficients de bandelettes, nous utilisons
un profil de ponde´ration exprimant deux aspects :
– Pour prendre en compte le meilleur comportement des coefficients de bandelettes
au niveau des contours, les pixels reconstruits au centre des zones de bandelettes se
voient attribue´s un coefficient d’influence plus grand que pour les autres pixels.
– Pour prendre en compte l’isolement des zones de bandelettes par rapport au reste de
l’image nous diminuons jusqu’a` 0 le coefficient d’influence au fur et a` mesure que le
pixel reconstruit se rapproche du bord de la zone. Cela permet une transition entre
la reconstruction par bandelettes et la reconstruction par ondelettes se´parables.
Pour de´finir ces coefficients d’influence, nous utilisons un profil sur la zone rectangu-
laire a` partir d’une fonction se´parable. Nous notons le centre du support c = (cx, cy). La
fonction se´parable sera construite a` partir de f ∶ [−1,1] → [0,1] et du support Ω de la
zone rectangulaire de bandelettes. Soit L la largeur et H la hauteur du support, nous
construisons notre ponde´ration par :
f1 (2 × (x − cx)
L
) × f2 (2 × (y − cy)
H
) (2.13)
Ou` f1 et f2 sont deux spe´cialisations de f qui seront issues des caracte´ristiques de la
bande en cours de ponde´ration.
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Il est bien entendu possible de faire e´voluer cette formulation pour prendre en compte
directement une fonction 2D ou de prendre en compte un profil de ponde´ration, re´sultat
d’une mesure sur l’ensemble. Il pourrait par exemple a` l’avenir eˆtre inte´ressant de prendre
en compte des mesures sur les caracte´ristiques locales de chaque bande dans la de´finition
de ce profil.
 0
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Figure 2.22: Profil de ponde´ration normalise´ a` 1.
Nous proposons la fonction f(x) = tan−1(α−β∗∣x∣)−tan−1(α−β)
tan−1(α)−tan−1(α−β) a` valeur dans [0,1] (avec
pour l’illustration figure 2.22, α = 30 et β = 35). Son but est de traduire la forte influence
de la zone centrale (que nous souhaitons large), la faible influence des zones pe´riphe´riques
(que nous souhaitons minces), tout en ayant une transition continue entre les deux types
de zones. Nous utilisons une fonction a` valeur dans [0,1] pour laisser a` l’utilisateur le choix
de la ponde´ration (a` l’aide d’un facteur) de´finissant l’influence des coefficients de bande-
lettes par rapport aux coefficients d’ondelettes. Le but de cette fonction est d’exprimer
l’influence des pixels reconstruits pour une zone inde´pendamment du reste de l’image.
L’image de la figure 2.23 est une illustration de nos ponde´rations associe´es aux diffe´rents
pixels des zones.
Nous avons donc de´fini une variante de la transforme´e en bandelettes de premie`re
ge´ne´ration base´e sur une approche fortement redondante. Nous proposons maintenant
d’appliquer cette transforme´e a` des proble`mes de restauration.
2.3 Application a` la restauration d’image
Les proble`mes de restauration d’image ont pour but de supprimer un de´faut lie´
ge´ne´ralement au processus d’acquisition. Le processus ayant conduit de l’image Io (image
d’origine) a` l’image Id (image de´te´riore´e) que nous cherchons a` restaurer n’est pas inver-
sible. Restaurer une image revient donc a` profiter de la nature de l’image pour concevoir
un processus qui fera e´voluer l’image restaure´e Ir vers une solution plus en ade´quation
avec la nature de Io et qui sera plus agre´able a` l’oeil.
Nous allons donc utiliser la transforme´e en bandelettes dans deux cas de restauration
d’images :
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Figure 2.23: Confrontation des profils de ponde´ration pour l’ensemble de l’image.
– La suppression d’un bruit blanc additif gaussien.
– La suppression d’effet de bloc d’une image JPEG.
Pour e´valuer nos re´sultats, nous proposons la mesure du PSNR (Peak Signal-to-Noise
Ratio) permettant de de´finir a` partir d’une e´chelle logarithmique la qualite´ d’une ap-
proximation (que ce soit apre`s compression ou restauration) d’une image. Il se base sur
la moyenne de l’erreur quadratique MSE (Mean Square Error) :
MSE(Io, Ir) = 1
N
∑
c∈Ω
∥Io(c) − Ir(c)∥22 (2.14)
Dans l’e´quation 2.14, N correspond au cardinal de l’image. Dans le cadre d’une image
en niveau de gris le PSNR est donc :
PSNR(Io, Ir) = 10 log10 ( 2552MSE(Io, Ir)) (2.15)
Dans le cas des images couleurs, comme nous effectuons la somme des carre´s des
composantes couleurs pour calculer le terme MSE, nous utiliserons 3×2552 comme erreur
quadratique moyenne maximum au lieu de 2552 pour les images en niveau de gris.
Dans le cadre de la transforme´e en bandelettes nous utilisons comme base d’onde-
lettes la fonction Spline (2, 2) afin d’avoir une fonction a` support relativement e´troit,
et syme´trique. La syme´trie des fonctions d’analyse a e´galement un inte´reˆt d’ordre pra-
tique : la transforme´e applique´e aux zones de bandelettes ”syme´trise´es” sera plus simple
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a` obtenir. Comme ces transforme´es sont non de´cime´es, nous pouvons appliquer la meˆme
technique que pour les signaux pe´riodiques : nous n’avons pas besoin de construire des
ensembles e´tendus pour permettre l’application de la transforme´e. Lorsque nous appli-
quons une ope´ration sur un e´le´ment en dehors du support du signal, nous l’appliquons
a` l’e´le´ment dans le support dont la position est syme´trique a` notre e´le´ment externe par
rapport a` la frontie`re du signal.
2.3.1 Application au de´bruitage
Nous allons effectuer un seuillage de nos coefficients d’ondelettes et de bandelettes en
nous appuyant encore une fois, sur les travaux de Donoho D.L. [32] et Starck J.-L. [7].
Nous comparons cette fois notre transforme´e compose´e de de´compositions non de´cime´es
a` la transforme´e en ondelettes non de´cime´e.
Image initiale Estime´e ondelettes Estime´e bandelettes
(a) (b) (c)
Figure 2.24: Test de de´bruitage avec les de´compositions non de´cime´es. (a) Image Metaballs
bruite´e. (b) Transforme´e en ondelettes se´parables 2D (PSNR = 24.1166 dB). (c) Transforme´e
en bandelettes (PSNR = 24.2998 dB).
Le premier test 2.24 base´ sur l’image qui a illustre´ les e´tapes de la transforme´e en
bandelettes, nous permet de voir le comportement de la transforme´e pour des images
synthe´tiques. Nous constatons une tre`s le´ge`re ame´lioration du PSNR. Visuellement nous
ne constatons pas de diffe´rences. La transforme´e en ondelettes non de´cime´e obtient en
fait de tre`s bons re´sultats que nous pouvons difficilement surpasser si nous gardons le
protocole de seuillage qui a e´te´ conc¸u pour elle.
Dans le cadre d’une image re´elle ne contenant pas de texture, comme Splash (figure
2.25), nous constatons une plus forte ame´lioration du PSNR par rapport a` la transforme´e
en ondelettes se´parables non de´cime´e. Visuellement le constat est le meˆme que pour
l’image pre´ce´dente.
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Image initiale Estime´e ondelettes Estime´e bandelettes
(a) (b) (c)
Figure 2.25: Test de de´bruitage avec les de´compositions non de´cime´es. (a) Image Splash bruite´e.
(b) Transforme´e en ondelettes se´parables 2D (PSNR = 26.6868 dB). (c) Transforme´e en bande-
lettes (PSNR = 27.0888 dB).
Image initiale Estime´e ondelettes Estime´e bandelettes
(a) (b) (c)
Figure 2.26: Test de de´bruitage avec les de´compositions non de´cime´es. (a) Image Mandrill
bruite´e. (b) Transforme´e en ondelettes se´parables 2D (PSNR = 22.5784 dB). (c) Transforme´e
en bandelettes (PSNR = 22.4073 dB).
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La dernie`re figure propose´e (figure 2.26) correspond a` une image re´elle texture´e Man-
drill. Dans le cadre de ce type d’image, notre test est moins concluant puisque nous subis-
sons meˆme une baisse du PSNR et que nous n’ame´liorons toujours pas la qualite´ visuelle.
Nous expliquons la baisse de PSNR par la difficulte´ qu’a la transforme´e en bandelettes a`
prendre en compte la texture d’une image en tant que singularite´.
Image initiale Estime´e ondelettes Estime´e bandelettes
(a) (b) (c)
Figure 2.27: Test de de´bruitage avec les de´compositions non de´cime´es (seuil augmente´). (a)
Image Splash bruite´e. (b) Transforme´e en ondelettes se´parables 2D (PSNR = 26.6868 dB). (c)
Transforme´e en bandelettes (PSNR = 29.0223 dB).
Nous proposons un test (figure 2.27) dans lequel nous allons utiliser un seuil aug-
mente´, c’est a` dire que nous allons le multiplier par une constante e´gale a` 1.2. En agis-
sant ainsi, nous postulons que la meilleure prise en compte des contours par la trans-
forme´e ge´ome´trique nous permet d’augmenter le seuil pour la restauration sans subir
de de´gradation par effet de Gibbs. Les re´sultats sur l’image Splash sont effectivement
meilleurs aussi bien en terme de PSNR que visuellement : l’image est plus lisse et ne subit
toujours pas l’effet de Gibbs.
Afin de voir le comportement de la transforme´e sur une image texture´e nous avons
e´galement applique´ cette augmentation de seuil pour l’image Mandrill (figure 2.28). Nous
constatons que le PSNR, tout comme la qualite´ visuelle n’est pas ame´liore´ par cette aug-
mentation. Ceci est correspond encore une fois au fait que la transforme´e en bandelettes
a du mal a` prendre en compte la texture.
Nous proposons, comme pour la transforme´e en bandelettes a` redondance faible des
re´sultats a` partir de l’ensemble d’images disponible a` l’adresse http://sipi.usc.edu/
database/.
Le tableau 2.4 repre´sente de nouveau les tests de de´bruitages sur l’ensemble d’images de
textures, mais cette fois pour les transforme´es base´es sur les de´compositions non de´cime´es.
La transforme´e en bandelettes a` redondance forte apporte bien une ame´lioration des
re´sultats par rapport a` la transforme´e a` redondance faible. Les PSNR obtenus sont dans
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Image nc Format Ondelettes Bandelettes Image nc Format Ondelettes Bandelettes
1.1.01 1 512x512 20.9011 19.8498 1.1.02 1 512x512 22.96 23.0218
1.1.03 1 512x512 22.2777 22.3643 1.1.04 1 512x512 22.8532 23.069
1.1.05 1 512x512 23.5493 24.2744 1.1.06 1 512x512 21.4211 21.0662
1.1.07 1 512x512 23.2748 23.8002 1.1.08 1 512x512 25.553 26.8452
1.1.09 1 512x512 24.7431 25.2491 1.1.10 1 512x512 23.581 24.3107
1.1.11 1 512x512 23.9559 24.9217 1.1.12 1 512x512 24.3399 24.9996
1.1.13 1 512x512 23.4712 23.9279 1.2.01 1 512x512 19.3604 17.6583
1.2.02 1 512x512 20.9593 19.7517 1.2.03 1 512x512 19.6597 18.5126
1.2.04 1 512x512 19.5052 18.0053 1.2.05 1 512x512 18.9822 17.6062
1.2.06 1 512x512 18.6921 17.0711 1.2.07 1 512x512 19.2426 17.5302
1.2.08 1 512x512 21.1118 20.1818 1.2.09 1 512x512 21.4821 20.7486
1.2.10 1 512x512 21.2172 19.5928 1.2.11 1 512x512 19.9411 18.3481
1.2.12 1 512x512 19.8837 18.872 1.2.13 1 512x512 21.7098 20.7586
1.3.01 1 1024x1024 23.7628 24.3688 1.3.02 1 1024x1024 24.2977 25.3699
1.3.03 1 1024x1024 24.857 26.127 1.3.04 1 1024x1024 22.7811 22.8239
1.3.05 1 1024x1024 23.1997 23.5068 1.3.06 1 1024x1024 23.9568 24.852
1.3.07 1 1024x1024 25.1653 26.5886 1.3.08 1 1024x1024 26.2646 27.6169
1.3.09 1 1024x1024 25.7553 26.8427 1.3.10 1 1024x1024 25.7203 27.164
1.3.11 1 1024x1024 25.0612 26.4756 1.3.12 1 1024x1024 24.9401 26.0003
1.3.13 1 1024x1024 24.8369 26.2412 1.4.01 1 1024x1024 25.0975 26.5728
1.4.02 1 1024x1024 25.12 26.3151 1.4.03 1 1024x1024 25.4927 26.7965
1.4.04 1 1024x1024 26.1035 27.5786 1.4.05 1 1024x1024 25.5436 26.7075
1.4.06 1 1024x1024 25.6123 27.1014 1.4.07 1 1024x1024 25.4627 27.0208
1.4.08 1 1024x1024 25.7994 27.6752 1.4.09 1 1024x1024 24.1608 24.6878
1.4.10 1 1024x1024 23.752 24.5085 1.4.11 1 1024x1024 22.8317 23.0991
1.4.12 1 1024x1024 23.371 23.9291 1.5.01 1 512x512 26.077 27.6632
1.5.02 1 512x512 22.017 21.7191 1.5.03 1 512x512 24.4396 25.4402
1.5.04 1 512x512 23.7164 24.195 1.5.05 1 512x512 25.5684 26.9485
1.5.06 1 512x512 26.219 27.4403 1.5.07 1 512x512 23.5247 24.1405
Table 2.4: Tableau de PSNR des images de textures.
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Image initiale Estime´e ondelettes Estime´e bandelettes
(a) (b) (c)
Figure 2.28: Test de de´bruitage avec les de´compositions non de´cime´es (seuil augmente´). (a)
Image Mandrill bruite´e. (b) Transforme´e en ondelettes se´parables 2D (PSNR = 22.5784 dB). (c)
Transforme´e en bandelettes (PSNR = 22.1554 dB).
la majorite´ des cas en faveur de la transforme´e en bandelettes. Le gain atteint presque
2 dB (image 1.4.08). Les images pour lesquels le gain est syste´matiquement infe´rieur (de
1.2.01 a` 1.2.13) sont des copies des images 1.1.01 a` 1.1.13 pour lesquelles il a e´te´ applique´
une e´galisation d’histogramme.
Le tableau 2.5 donne des re´sultats du meˆme ordre que le pre´ce´dent. En effet nous
obtenons une ame´lioration presque syste´matique du PSNR avec la transforme´e en bande-
lettes, meˆme si nous n’obtenons jamais une ame´lioration aussi franche que pour l’image
1.4.08.
Le tableau 2.6 pre´sente e´galement des re´sultats pour lesquels la transforme´e en ban-
delettes obtient de meilleurs re´sultats a` l’exception de deux images.
L’ensemble des re´sultats concernant la transforme´e en bandelettes a` redondance forte
sont satisfaisants e´tant donne´ l’ame´lioration du PSNR et de la qualite´ si l’on conside`re
le re´sultat 2.27. Seuls quelques re´sultats sont moins bons en terme de PSNR. L’image
tre`s texture´e Splash en est un exemple et montre, par la meˆme occasion, un cas ou`
l’ame´lioration de la qualite´ est discutable.
Nous allons ensuite proposer notre deuxie`me application de restauration : la suppres-
sion de l’effet de blocs.
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Image nc Format Ondelettes Bandelettes Image nc Format Ondelettes Bandelettes
2.1.01 3 512x512 23.7142 24.2257 2.1.02 3 512x512 22.6279 22.5216
2.1.03 3 512x512 26.0363 26.9737 2.1.04 3 512x512 23.6883 24.1566
2.1.05 3 512x512 24.6655 25.6363 2.1.06 3 512x512 23.5545 24.1063
2.1.07 3 512x512 25.5959 26.3944 2.1.08 3 512x512 25.8165 27.3305
2.1.09 3 512x512 26.4863 27.7472 2.1.10 3 512x512 24.8913 25.7894
2.1.11 3 512x512 25.3507 26.9066 2.1.12 3 512x512 25.1431 26.2353
2.2.01 3 1024x1024 23.547 23.83 2.2.02 3 1024x1024 26.6375 27.7278
2.2.03 3 1024x1024 26.1723 27.5671 2.2.04 3 1024x1024 24.9404 25.7898
2.2.05 3 1024x1024 24.5355 25.5938 2.2.06 3 1024x1024 26.699 27.9184
2.2.07 3 1024x1024 26.275 27.5451 2.2.08 3 1024x1024 23.6825 23.9802
2.2.09 3 1024x1024 25.9897 26.9536 2.2.10 3 1024x1024 26.2881 27.3665
2.2.11 3 1024x1024 25.4009 26.5649 2.2.12 3 1024x1024 25.4943 26.2952
2.2.13 3 1024x1024 25.4125 26.4 2.2.14 3 1024x1024 24.861 25.7435
2.2.15 3 1024x1024 25.4669 26.2444 2.2.16 3 1024x1024 25.3596 26.4564
2.2.17 3 1024x1024 24.3587 25.4646 2.2.18 3 1024x1024 25.0518 25.9049
2.2.19 3 1024x1024 25.6661 26.7548 2.2.20 3 1024x1024 25.9351 27.1671
2.2.21 3 1024x1024 24.7977 25.5744 2.2.22 3 1024x1024 25.9329 26.8681
2.2.23 3 1024x1024 26.9104 28.1061 2.2.24 3 1024x1024 25.3906 26.3158
3.2.25 1 1024x1024 24.9524 25.9437
Table 2.5: Tableau de PSNR des prises de vue ae´riennes.
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Image nc Format Ondelettes Bandelettes Image nc Format Ondelettes Bandelettes
4.1.01 3 256x256 25.3886 26.7152 4.1.02 3 256x256 25.1692 26.3404
4.1.03 3 256x256 26.4035 27.5178 4.1.04 3 256x256 25.8471 27.2634
4.1.05 3 256x256 25.758 26.9653 4.1.06 3 256x256 24.3063 24.8443
4.1.07 3 256x256 26.6443 28.1285 4.1.08 3 256x256 26.1481 27.4603
4.2.01 3 512x512 26.689 28.1535 4.2.02 3 512x512 25.0998 26.1716
4.2.03 3 512x512 22.5813 22.4394 4.2.04 3 512x512 25.8411 27.2171
4.2.05 3 512x512 26.0813 27.2342 4.2.06 3 512x512 24.8591 25.5256
4.2.07 3 512x512 25.6619 26.962 5.1.09 1 256x256 25.5634 26.7091
5.1.10 1 256x256 23.2749 23.5013 5.1.11 1 256x256 26.9519 27.8736
5.1.12 1 256x256 25.8336 26.512 5.1.13 1 256x256 23.9338 24.0202
5.1.14 1 256x256 24.1754 24.8573 5.2.08 1 512x512 25.3487 26.2655
5.2.09 1 512x512 24.2218 24.6678 5.2.10 1 512x512 23.6365 24.0714
5.3.01 1 1024x1024 24.8694 26.1779 5.3.02 1 1024x1024 24.9144 25.7129
7.1.01 1 512x512 25.5741 27.0107 7.1.02 1 512x512 26.8547 28.2496
7.1.03 1 512x512 25.6146 26.9986 7.1.04 1 512x512 25.5487 27.1897
7.1.05 1 512x512 24.7051 25.8202 7.1.06 1 512x512 24.7746 25.9067
7.1.07 1 512x512 24.9844 26.2948 7.1.08 1 512x512 26.1339 27.4718
7.1.09 1 512x512 25.0933 26.237 7.1.10 1 512x512 25.6677 27.3514
7.2.01 1 1024x1024 27.3018 28.3536 boat.512 1 512x512 25.2582 26.2311
elaine.512 1 512x512 25.8829 27.2921 gray21.512 1 512x512 26.3501 27.6574
house 3 512x512 25.0754 25.929 numbers.512 1 512x512 23.6693 22.604
Table 2.6: Tableau de PSNR d’un ensemble d’image naturelles.
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2.3.2 Suppression de l’effet de bloc
Le deuxie`me proble`me de restauration aborde´ est la suppression d’effet de blocs lie´ a`
la compression JPEG. Le principe de ce format de compression d’image se base sur un
de´coupage de l’image en blocs 8× 8 auxquels nous appliquons une transforme´e en cosinus
discrets ou DCT (Discrete Cosinus Transform). La compression repose essentiellement
sur la repre´sentation parcimonieuse correspondant a` la DCT en association avec une
quantification des coefficients de ces blocs.
La quantification des coefficients de DCT implique que cette compression est destruc-
tive : il n’existe pas de fonction inversant le processus qui a mene´ a` l’image compresse´e.
Dans les faits, une trop forte compression produit l’apparition d’effet de blocs, ces meˆmes
blocs qui servent a` l’application locale de la DCT. Ceci produit l’apparition de contours
de´limitant ces blocs dans le cas d’une compression trop importante.
Le but est donc, comme pour le de´bruitage, de re´ussir a` supprimer la de´gradation
de l’image tout en pre´servant au maximum les de´tails conserve´s de l’image d’origine
dans l’image compresse´e. Nous allons pre´senter tout d’abord quelques me´thodes de la
litte´rature.
Une premie`re solution, [50] par exemple, propose d’utiliser ce que nous conside´rons
comme une transposition du principe de la transforme´e en ondelettes non de´cime´e a` la
transforme´e locale en cosinus discret. En effet, la me´thode propose´e consiste a` coder
puis de´coder des versions translate´es de l’image a` restaurer. Une fois reconstruites, ces
diffe´rentes versions translate´es, seront ensuite ramene´es a` leur positions initiales pour eˆtre
moyenne´es et former ainsi l’image restaure´e.
Une autre approche [2] utilise une me´thode base´e sur une re´gularisation suivant le
principe de la variation totale : la particularite´ de ce sche´ma de re´gularisation est qu’il
prend en compte la structure de bloc de la DCT. Cela revient a` appliquer un filtrage par
diffusion anisotrope qui ne conserve pas les singularite´s issues de l’effet de blocs. Suivant
ce meˆme principe, Averbuch et al. [5] utilisent des moyennes ponde´re´es a` partir de noyaux
de convolutions syme´triques centre´es sur les frontie`res entre blocs : le filtrage est encore
une fois adapte´ a` la structure des blocs.
Ve´rifiant plutoˆt des mesures statistiques, Wang et al. [69] proposent une me´thode
qui se base sur les auto similarite´s dans l’image en cherchant parmi des ”baguettes” de
pixels a` l’inte´rieur des blocs, lesquelles ressemblent le plus aux ”baguettes” a` cheval sur
les frontie`res. Une fois les appariements effectue´s les frontie`res sont modifie´es a` partir
des ”baguettes” de pixels a` l’inte´rieur des blocs. Toujours en lien avec le domaine des
statistiques Yang et al. [71] proposent l’e´tude d’une me´thode base´e sur le maximum a
posteriori.
Enfin, nous discutons d’une dernie`re me´thode de suppression de l’effet de blocs qui
nous ame`ne a` la me´thode que nous proposons a` partir de la transforme´e en bandelettes :
Xiong et al. [70] proposent une me´thode de suppression de l’effet de blocs a` partir de
la transforme´e en ondelettes non de´cime´e. Ils transposent le seuillage que nous venons
de voir a` l’application de suppression d’effet de blocs en modifiant l’estimation du seuil.
Cette estimation se fait en deux e´tapes :
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– Mise en e´vidence des singularite´s de l’image a` partir d’une variante des maxima
d’ondelettes.
– Estimation de l’e´cart type transpose´e aux contours fictifs produits par l’effet de
blocs.
Le seuillage des coefficients d’ondelettes est conditionne´ par l’identification ou non d’un
maxima d’ondelettes. De meˆme, les coefficients basse fre´quence (issus de la convolution
par les fonctions d’e´chelles) situe´s aux niveaux des frontie`res de blocs sont modifie´s a` l’aide
d’un filtre passe-bas dont l’application est conditionne´e encore une fois par les maxima
d’ondelettes.
Nous allons exploiter l’estimation propose´e par [70] pour le traitement a` base de trans-
forme´e en ondelettes se´parables 2D. Cette me´thode consiste a` estimer la variation entre
les pixels situe´s de part et d’autre des frontie`res de blocs :
σbloc = 1
NcNl
⎛⎜⎝
Nc
8∑
x=1
Nl∑
y=0
(I(8x, y) − I(8x − 1, y))2 + Nc∑
x=0
Nl
8∑
y=1
(I(x,8y) − I(x,8y − 1))2⎞⎟⎠ (2.16)
Dans le cadre de notre transforme´e en bandelettes, nous n’utiliserons pas les maxima
d’ondelettes comme dans la me´thode propose´e dans [70]. Nous allons nous appuyer sur
le fait que la repre´sentation en bandelettes permet de´ja` de privile´gier les contours. En
augmentant globalement le seuil utilise´ sur la transforme´e, nous allons e´liminer une plus
grande quantite´ de de´tails. L’ide´e est que les contours dans l’image re´sisteront mieux
a` ce seuil applique´ a` la transforme´e parce qu’ils sont repre´sente´s par la transforme´e en
bandelettes. Le tout est d’augmenter ce seuil pour supprimer le plus de faux contours et
le moins de de´tails re´els possible.
Une autre contrainte a` respecter est de ne pas de´tecter des frontie`res de blocs comme
contours de l’image, sans quoi la restauration mettra encore plus en e´vidence les frontie`res
de blocs. Nous n’avons pas adapte´ notre de´tection de contours par rapport a` la proble´ma-
tique sur les images bruite´es car nous obtenons des re´sultats plutoˆt convainquant, ne´anmoins
il faut garder en me´moire que l’utilisation d’un de´tecteur de contours spe´cifiquement mul-
tire´solution, base´ justement sur les maxima d’ondelettes [47], pourrait eˆtre une piste
inte´ressante.
Pour la transposition de l’estimation de l’e´cart type σe nous calculons la valeur me´diane
aux seuls coefficients d’ondelettes (image de re´sidu) correspondant aux positions utilise´es
pour l’e´quation 2.16 de´finissant l’estimation du seuil en fonction de l’intensite´ de l’effet
de bloc. Pour la restauration, nous utiliserons directement le seuillage sans conditionne-
ment par rapport a` des maxima d’ondelettes. La mise en valeur des contours de l’image
proviendra du processus de seuillage impliquant les coefficients de bandelettes.
Nous constatons, sur notre premier exemple (figure 2.29) de suppression d’effet de blocs
correspondant a` l’image Metaballs, que notre me´thode ne produit pas de de´te´rioration des
contours de l’image tout en permettant un lissage des zones uniformes et en particulier
des frontie`res de blocs.
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(a) (b)
Figure 2.29: Test de suppression d’effet de blocs sur l’image Metaballs. (a) Image de´te´riore´e
PSNR = 32.7023. (b) Image restaure´e par bandelettes PSNR = 32.9996.
(a) (b)
Figure 2.30: Test de suppression d’effet de blocs sur l’image Splash. (a) Image de´te´riore´e PSNR
= 27.8614. (b) Image restaure´e par bandelettes PSNR = 28.7618.
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La figure 2.30 correspond a` notre deuxie`me exemple de suppression d’effet de blocs
applique´ a` l’image Splash. Nous effectuons encore une fois un lissage des zones uniformes
sans pour autant lisser les contours. Nous ne souffrons pas plus de l’effet de Gibbs : la
transforme´e en bandelettes permet de seuiller plus fortement les coefficients que pour la
transforme´e en ondelettes, tout en e´vitant de subir l’effet de Gibbs.
(a) (b)
Figure 2.31: Test de suppression d’effet de blocs sur l’image Mandrill. (a) Image de´te´riore´e
PSNR = 21.6335. (b) Image restaure´e par bandelettes PSNR = 20.4767.
La dernie`re image Mandrill teste´e nous donne le re´sultat 2.31. Le re´sultat est dans ce
cas peu convaincant : nous produisons un trop fort lissage des zones texture´es. Le plus
gros proble`me de cette transforme´e est en fait son a priori en ce qui concerne la taille et
la forme des singularite´s qu’elle va mettre en valeur. La texture dans l’image Mandrill ne
respectant pas cet a priori, elle ne seront pas prises en compte par les me´thodes s’appuyant
sur la transforme´e en bandelettes.
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2.4 Analyses et critiques
Nous avons donc avec notre deuxie`me test de restauration sur les images subissant l’ef-
fet de blocs, une application inte´ressante pour la transforme´e en bandelettes de premie`re
ge´ne´ration a` redondance forte. Nous devons ame´liorer l’estimation du seuil associe´ a` la
re´gularisation du signal, mais il semble que la transforme´e en bandelettes supporte mieux
la suppression de coefficients en ce qui concerne l’apparition d’effet de Gibbs face a` la
transforme´e en ondelettes se´parables. Le proble`me survient en fait lorsque nous nous at-
taquons a` des images texture´es qui augmentent singulie`rement le seuil. La restauration a
alors tendance a` plus supprimer les de´tails de l’image alors qu’une image texture´e supporte
mieux l’effet de blocs (la de´te´rioration e´tant moins visible dans la texture).
La premie`re application de restauration a mene´ a` des re´sultats mitige´s pour la version
a` redondance faible que nous expliquons par la difficulte´ a` maˆıtriser l’ensemble des e´tapes
de la transforme´e : l’application de cette transforme´e passe par le choix de nombreux
parame`tres. Nous avons des re´sultats tre`s comparables en terme de PSNR avec la trans-
forme´e en ondelettes se´parables. La qualite´ de la restauration est quant a` elle ame´liore´e,
en terme de PSNR et de qualite´ visuelle, lorsque nous utilisons la version de la transforme´e
en bandelettes a` redondance forte. Des difficulte´s persistent lorsque les images contiennent
de la texture.
Nous obtenons une ame´lioration de la prise en compte des contours au de´triment des
parties texture´es. Nous utilisons une me´thode relativement simple pour estimer les seuils
dans le cas du de´bruitage. Il pourrait eˆtre inte´ressant d’essayer de transposer des me´thodes
plus e´volue´es en prenant en compte les spe´cificite´s des bandelettes que ce soit pour le
de´bruitage ou la suppression d’effet de blocs. Un seuil plus adapte´ a` cette transforme´e
devrait prendre en compte des singularite´s de plus petite taille dans les coefficients de
bandelettes : nous pourrions par exemple exploiter le fait que du bruit est moins perc¸u
dans une zone texture´e que dans une zone uniforme.
Une autre difficulte´ provient de l’isolement des bandes au reste de l’image, associe´ au
fait que pour la version a` redondance faible, ces bandes servent a` l’estimation de l’image.
Changer un coefficient de bandelettes (dans le cadre de la transforme´e a` redondance
faible) peut avoir une influence sur l’image qui de´passe de loin le support de la fonction
de synthe`se associe´e au coefficients de bandelettes.
La dernie`re critique concerne le nombre de parame`tres. Il correspond au nombre
d’e´tapes composant la transforme´e : nous devons les de´terminer pour le filtrage pre´alable,
la de´tection de contours, la taille minimum des contours, le nombre d’e´chelle des ban-
delettes et des ondelettes (doivent-ils avoir le meˆme ?), les fonctions d’ondelettes et de
bandelettes me`res.
Toutes ces critiques nous ont amene´ a` la proposition d’une autre transforme´e en on-
delettes ge´ome´triques adaptatives. Le but de cette transforme´e est de ne plus avoir d’a
priori sur la taille et la forme des singularite´s et d’utiliser le ”lifting scheme” pour sim-
plifier les adaptations de nos fonctions d’analyses aux singularite´s de l’image. Le moyen
que nous proposons d’utiliser pour identifier la ge´ome´trie de l’image sera l’exploitation
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des distances ge´ode´siques entre e´chantillons.
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La transforme´e que nous allons de´velopper dans ce chapitre se positionne de nou-
veau dans le cadre des transforme´es ge´ome´triques adaptatives. Nous retrouvons donc les
deux e´tapes principales avec la de´tection de la ge´ome´trie de l’image puis une transforme´e
utilisant cette information.
Afin de prendre en compte la ge´ome´trie de l’image, nous allons modifier les ope´rations
de convolution de la transforme´e en ondelettes sur le mode`le du filtrage bilate´ral [64] que
nous allons adapter a` un sche´ma de lifting. Le filtrage bilate´ral s’appuie sur la distance
euclidienne entre les valeurs des e´chantillons pour ponde´rer de manie`re adaptative la par-
ticipation des e´chantillons du support dans le re´sultat de la convolution. Nous proposons
d’utiliser la distance ge´ode´sique afin d’ame´liorer cette prise en compte de la ge´ome´trie a`
travers la ponde´ration adaptative des e´le´ments participant a` la convolution. Ce choix a
plusieurs conse´quences importantes :
– Nous ne nous contentons pas d’impliquer les valeurs des e´chantillons dans la construc-
tion du filtrage, nous allons associer directement coordonne´es et valeurs des e´chan-
tillons et former ainsi un ensemble correspondant a` une varie´te´.
– Nous allons chercher la topologie particulie`re de cette varie´te´ a` l’aide du graphe des
k plus proches voisins.
– Nous allons chercher la distance entre deux e´le´ments de la varie´te´ correspondant a`
notre distance ge´ode´sique en cherchant le plus court chemin reliant ces e´le´ments a`
travers le graphe des k plus proches voisins.
La premie`re conse´quence de l’utilisation des distances ge´ode´siques induit un point de
vue diffe´rent sur les signaux que nous rencontrons par exemple dans les transforme´es
[19, 39] : notre image en niveau de gris par exemple, est vue comme une surface dans un
espace trois dimensions.
Nous e´noncerons dans un premier temps un ensemble de rappels concernant les varie´te´s.
Nous introduirons un ensemble de notations car notre point de vue nous oblige a` jon-
gler sur les manie`res d’appre´hender un meˆme ensemble : notre ”e´chantillon” peut eˆtre vu
comme l’e´le´ment d’une varie´te´ associant ainsi coordonne´es et valeurs de l’e´chantillon dans
un meˆme vecteur, se limiter aux seules coordonne´es de l’e´chantillon dans l’image ou eˆtre
vu comme le sommet d’un graphe dont nous aurons identifie´ les sommets aux pixels de
l’image e´tudie´e.
La deuxie`me conse´quence est plutoˆt d’ordre pratique. Nous allons montrer qu’il est
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possible dans un temps raisonnable de construire la topologie spe´cifique a` la varie´te´ corres-
pondant au signal. La construction du graphe des k plus proches voisins est gourmande
en calcul (version ou` les plus proches voisins ne sont pas cherche´s parmi un ensemble
de labels en vue d’une classification mais parmi les e´chantillons du signal eux-meˆmes).
Nous proposons un nouvel algorithme base´ sur la structure des signaux qui nous permet
d’acce´le´rer le processus.
Enfin cette approche va nous amener a` pre´senter des rappels sur les graphes, notam-
ment sur les conditions qui feront que la valeur de nos plus courts chemins correspondent
a` une distance. Ces rappels seront l’occasion d’une re´flexion sur la connexite´ du graphe
(et par extension de la varie´te´), et ses implications, a` travers la distance ge´ode´sique, sur le
comportement de la transforme´e. Nous rappellerons l’algorithme de Dijkstra [27] pour la
recherche des plus courts chemins. Nous finirons par des modifications simples apporte´es
a` cet algorithme pour prendre en compte les caracte´ristiques de la transforme´e et quelques
re´sultats illustrant le comportement de cette distance face aux singularite´s d’une image.
Nous pre´senterons, comme pour le chapitre 2, des re´sultats de de´bruitage et de sup-
pression d’effet de blocs afin de montrer l’apport de notre transforme´e dans le cadre de
ces applications.
3.1 Lifting Scheme et distance ge´ode´sique
La transforme´e en ondelettes ge´ome´triques adaptatives que nous proposons s’appuie,
comme nous venons de le sugge´rer, sur un sche´ma de lifting. Nous allons en effet profiter
des avantages que procure cette formulation de la convolution, en particulier en ce qui
concerne sa prise en charge de filtres non se´parables, pour la construction de transforme´es
adaptatives.
Nous allons tout d’abord pre´senter le filtrage bilate´ral. Il va nous permettre d’intro-
duire notre sche´ma de lifting en montrant l’inte´reˆt des ponde´rations impliquant la valeur
des e´chantillons dans le calcul de la convolution et le lien entre le sche´ma que nous pro-
posons et les varie´te´s.
3.1.1 Filtrage bilate´ral
Nous allons commencer par pre´senter le filtrage bilate´ral permettant le respect des
contours d’une image, puis nous introduirons la notion de varie´te´ dans cette me´thode.
Pre´sentation du filtrage bilate´ral
Le filtrage bilate´ral propose´ par Tomasi et al. [64], repris par Paris et al. [51] (comme
alternative au filtrage anisotrope), correspond a` l’adaptation d’un filtrage gaussien a` partir
des valeurs des e´le´ments en ponde´rant la participation de chaque e´chantillon dans le
support Ω du filtre en fonction de sa ressemblance avec l’e´le´ment central x :
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h(x) = 1
k(x) ∫Ω f(ξ)c(ξ, x)s(f(ξ), f(x))dξ (3.1)
Avec le de´nominateur k(x) correspondant a` :
k(x) = ∫
Ω
c(ξ, x)s(f(ξ), f(x))dξ (3.2)
La fonction f correspond a` notre signal et la fonction c de´finit le filtre tel que nous le
concevons classiquement. La fonction s de´finit la ponde´ration de nos e´chantillons dans le
filtrage. Si s e´tait une fonction constante e´gale a` 1 notre filtre serait juste une nouvelle
formulation de l’ope´ration de convolution de f par c. Dans la proposition initiale [64], la
fonction propose´e est une gaussienne d’e´cart-type σd :
c(ξ, x) = e− 12( d(ξ,x)σd )
2
Cette formulation utilise directement une notion de distance euclidienne entre les co-
ordonne´es x de l’e´le´ment en cours de calcul et celles ξ de l’e´le´ment participant a` ce calcul
pour formuler le filtre gaussien : d(ξ, x) = ∥ξ − x∥2.
La fonction s constitue l’originalite´ du filtrage bilate´ral, meˆme si elle est de´finie de
fac¸on tre`s similaire :
s(f(ξ), f(x)) = e− 12( δ(f(ξ),f(x))σr )2
Encore une fois nous sommes en pre´sence d’une gaussienne caracte´rise´e par un e´cart-
type σr et une distance euclidienne. Mais cette fois, c’est la distance entre les valeurs des
e´le´ments δ(f(ξ), f(x)) = ∥f(ξ) − f(x)∥2 qui est prise en compte. Cette fonction implique
ainsi les valeurs des e´chantillons dans le comportement du filtrage. En particulier, il permet
de de´finir la participation d’un e´chantillon dans l’ope´ration de convolution en fonction de
sa ressemblance avec l’e´chantillon en cours de modification.
Des aspects pratiques sont e´voque´s dans [64] dont en particulier la mise en e´vidence
du respect des contours de l’image par ce filtrage. L’influence de s par rapport a` c est
e´tudie´e afin de montrer dans quelle mesure les contours seront respecte´s en modifiant σd
et σr.
Nous avons donc un filtrage adaptatif base´ sur la distance entre les valeurs des e´chan-
tillons. Nous allons montrer qu’en abordant le signal a` traiter suivant les varie´te´s nous
allons retrouver une approche similaire au filtrage bilate´ral.
Introduction de la notion de varie´te´
Nous proposons une transition entre le filtrage bilate´ral et une mode´lisation du signal
s’appuyant sur les varie´te´s. Le but est de montrer le lien qui existe entre l’utilisation des
valeurs des e´chantillons dans l’adaptation du filtrage et les varie´te´s.
Nous conside´rons les vecteurs sξ = (ξ, f(ξ)) et sx = (x, f(x)) associant dans un meˆme
vecteur v les composantes de coordonne´es et de valeurs des e´chantillons e´tudie´s et σv =
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σd = σr. Ce σv correspond a` la caracte´ristique de la fonction Gaussienne applique´e a` notre
signal conside´re´ comme une varie´te´. Notre filtrage bilate´ral peut alors s’e´crire :
hv(x) = 1
kv(x) ∫Ω f(ξ)g(∥vξ − vx∥2, σv)dξ (3.3)
Toujours avec notre de´nominateur :
kv(x) = ∫
Ω
g(∥vξ − vx∥2, σv)dξ (3.4)
Dans cette nouvelle formulation, nous avons associe´ coordonne´es et valeurs des e´le´ments.
Cette ope´ration nous permet d’entrevoir le signal en tant que varie´te´. En effet, en associant
coordonne´es et valeurs des e´chantillons, notre signal devient une varie´te´ de dimension nc
plonge´e dans un espace de dimension nc + nv. La distance que nous utilisons correspond
en fait a` la distance euclidienne associe´e a` l’espace de plongement entre deux e´le´ments de
la varie´te´.
Nous proposons de rede´finir le sche´ma de lifting en nous appuyant sur la distance
ge´ode´sique et sur la ponde´ration associe´e a` la convolution introduite par le filtrage bi-
late´ral.
3.1.2 Sche´ma de lifting ponde´re´
Le sche´ma de lifting, dont nous avons introduit le principe a` la section 1.1.2, permet
de traduire, a` partir d’ope´rations simples, des filtres de convolution qui peuvent avoir un
support assez important. Le sche´ma que nous proposons correspond a` l’introduction du
principe du filtrage bilate´ral dans le sche´ma traduisant la transforme´e en ondelettes de
Haar de´finie par Daubechies et al. [24] et le sche´ma de lifting traduisant la transforme´e en
ondelettes de Cohen-Daubechies-Feauveau (2, 2) (Sweldens W. [61]) que nous noterons
CDF par la suite. Ce sche´ma associe´ a` la transforme´e en ondelettes de Haar correspond
a` (xi e´tant un e´chantillon d’un signal 1D a` la position i) :
x2i = x2i − x2i+1
x2i+1 = x2i+1 + 12x2i (3.5)
La reconstruction e´tant de´finie en inversant l’ordre et le signe des ope´rations :
x2i+1 = x2i+1 − 12x2i
x2i = x2i + x2i+1 (3.6)
De son coˆte´ le sche´ma de lifting associe´ a` la fonction d’ondelettes de Cohen-Daubechies-
Feauveau (2, 2) se traduit par les e´tapes :
x2i = x2i − 12(x2i−1 + x2i+1)
x2i+1 = x2i+1 + 14(x2i + x2i+2) (3.7)
Le sche´ma de synthe`se correspond encore une fois a` l’inversion de l’ordre et du signe des
ope´rations de pre´diction et de mise a` jour. Nous pouvons conside´rer que ces deux sche´mas
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de lifting sont l’expression simple d’un sche´ma de lifting ge´ome´trique plus ge´ne´ral utilisant
diffe´rentes formes de barycentre. La spe´cification la plus simple correspond au sche´ma
associe´ a` la transforme´e ondelettes de Haar. Elle confronte a` l’e´chantillon re´el en cours de
calcul, l’e´chantillon re´el auquel il est associe´ dans le sche´ma (couple d’e´chantillons pair -
impair). Dans le cas du sche´ma de lifting traduisant la transforme´e en ondelettes CDF (2,
2), l’e´chantillon est a` chaque fois confronte´ a` un ”e´chantillon virtuel” correspondant a` la
moyenne entre l’e´chantillon de droite et l’e´chantillon de gauche de l’e´chantillon en cours
de calcul. Le sche´ma de CDF (2, 2) devient, si nous conside´rons que mi = 12(xi−1 + xi+1) :
x2i = x2i −m2i
x2i+1 = x2i+1 + 12m2i+1 (3.8)
Cette formulation du sche´ma de lifting de CDF (2, 2) introduit deux aspects inte´ressants.
Le premier est la ge´ne´ralisation possible du sche´ma de CDF (2, 2) a` tous les si-
gnaux re´guliers (quelque soit leur dimension). En effet, le coefficient mi e´tant la moyenne
des e´chantillons les plus proches de l’e´chantillon en cours de calcul, il posse`de une in-
terpre´tation imme´diate quelque soit la dimension du signal. Cette transposition devra
par contre ne´cessairement prendre en compte la de´cimation effectue´e par l’ondelette pa-
resseuse. Le sche´ma de lifting de´fini pour un signal 1D, peut se de´finir pour les images.
Dans ce cas, notre barycentre se calcule a` partir des 1-voisins (notation de´finie dans
Andre´s E. et al. [4]) : nous allons en effet utiliser des treillis quinconce pour la de´cimation
du signal. Nous verrons tous ces aspects dans la section 3.6.
Le deuxie`me aspect est l’introduction de la ponde´ration des e´le´ments pour transposer
le filtrage bilate´ral dans le sche´ma de lifting. En effet, a` la place de mi nous allons utiliser
bi le barycentre des e´chantillons les plus proches de l’e´chantillon i en cours de calcul.
bi = p(i, i − 1)xi−1 + p(i, i + 1)xi+1 (3.9)
Les ponde´rations p(i, i − 1) et p(i, i + 1) (dont la somme est e´gale a` 1) sont le moyen
que nous avons pour introduire la distance ge´ode´sique. En effet nos deux ponde´rations
correspondent a` :
p(i, i − 1) = 1
dg(i,i−1) ( 1dg(i,i−1) + 1dg(i,i+1))−1
p(i, i + 1) = 1
dg(i,i+1) ( 1dg(i,i−1) + 1dg(i,i+1))−1
(3.10)
Avec ce barycentre notre sche´ma de lifting devient :
x2i = x2i − b2i
x2i+1 = x2i+1 + 12b2i+1 (3.11)
La mise en oeuvre de ce sche´ma me`ne a` une transforme´e en ondelettes adapta-
tives puisque l’utilisation d’une distance induit la construction de fonctions d’analyse
spe´cifiques a` chaque indice i. Nous utilisons d’ailleurs dans nos notations uniquement
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l’indice i afin de ne pas limiter nos de´finitions a` un cas de figure : la distance se rap-
porte, suivant les cas, aux coordonne´es de l’e´le´ment, a` sa valeur et dans le cas que nous
proposerons cela se rapportera meˆme au sommet d’un graphe.
Pour transposer le filtrage bilate´ral dans ce sche´ma de lifting ge´ome´trique, nous em-
ployons la distance euclidienne entre les valeurs des e´chantillons d(i, j) = ∥xi − xj∥2. La
transposition ne permet pas, bien entendu, de transposer le filtrage bilate´ral avec les gaus-
siennes c et s (formule (3.1)), pas plus qu’il est possible d’identifier directement c le noyau
de convolution au sche´ma de lifting et s la ponde´ration du noyau au barycentre employe´
dans notre sche´ma de lifting. Ne´anmoins, l’introduction de la distance dans notre sche´ma
de lifting nous permet d’introduire le comportement tre`s particulier du filtrage bilate´ral
dans un sche´ma de lifting.
Nous allons pour notre transforme´e proposer la distance ge´ode´sique pour calculer le
barycentre bi. Le but sera d’obtenir une meilleure prise en compte de la ge´ome´trie de
l’image. Nous avons fait le choix d’une distance ge´ode´sique base´e sur le graphe des k plus
proches voisins de par son ade´quation avec la mode´lisation de l’ensemble par une varie´te´
inspire´e par la me´thode de reconstruction de varie´te´ de Tenenbaum M. et al. [62].
Nous allons proposer tout d’abord un rappel de ce que la distance ge´ode´sique signifie
dans le traitement d’images et quelques rappels sur les varie´te´s.
3.2 Introduction de la distance ge´ode´sique
3.2.1 Distance ge´ode´sique en imagerie
La distance ge´ode´sique trouve plusieurs applications et de´finitions dans les domaines
de l’imagerie et de l’informatique graphique. Elle permet par exemple de de´finir le che-
min minimum connectant deux pixels d’une image dont les valeurs de´finissent les ca-
racte´ristiques du milieu de propagation d’une onde lumineuse. Cohen L. D. [22] propose
une interpre´tation physique des chemins minimaux correspondant au principe de Fermat
de propagation de la lumie`re. Dans les milieux homoge`nes le front d’onde est re´gulier
du fait de la propagation isotrope de ce front mais dans les milieux non homoge`nes ce
front prend des formes plus complexes en fonction, par exemple, de frontie`res entre deux
milieux impliquant des phe´nome`nes de re´fraction.
Le sche´ma (a) de la figure 3.1 montre le chemin le plus court de la lumie`re se propageant
dans un milieu homoge`ne. Du fait de la pre´sence de deux milieux d’indice n0 et n1, le
chemin de l’image (b) entre les deux points peut ne plus eˆtre une droite. Le chemin suivi
par la lumie`re (c e´tant la vitesse de la lumie`re dans le vide) entre les deux points p0 et
p1 d’un milieu d’indice n de´pend en fait de la minimisation de T = 1c ∫ p1p0 n(s)ds (voir
e´galement [22]).
Cette minimisation trouve des applications pour des proble´matiques que l’on rencontre
dans l’imagerie et permet par exemple de construire diffe´rents outils comme des contours
actifs dont l’e´nergie, associe´e a` l’e´volution du contour, sera fonction d’une interpre´tation
de T : le contour est conside´re´ comme un arc ge´ode´sique dont l’e´nergie est mesure´e en
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Figure 3.1: Plus court chemin emprunte´ par la lumie`re pour (a) un milieu homoge`ne et (b)
deux milieux d’indice n1 et n2 (d’ou` la loi de Snell-Descartes n1 sin θ1 = n2 sin θ2).
inte´grant n(s). Cohen propose ensuite la de´tection de chemins entre pixels d’une image
toujours a` partir d’une minimisation de T . A` travers la recherche du chemin dans l’image,
c’est une recherche implicite d’un chemin dans l’objet lui-meˆme qui s’ope`re. Les valeurs
de l’image correspondent aux contraintes que l’utilisateur identifie sur l’objet e´tudie´ pour
re´soudre son proble`me. Bloch I. [8] applique e´galement cette me´thode pour des proble`mes
formule´s a` partir d’ensembles flous.
Ces exemples nous permettent d’entrevoir un aspect inte´ressant de ces distances : la
re´ponse fournie par cette distance ne de´pend pas seulement des deux e´le´ments implique´s
dans la mesure, mais bien de tout l’ensemble par lequel peut potentiellement passer le
plus court chemin.
Ce comportement est issu de la manie`re dont est obtenue la distance : la re´solution
de la minimisation de la valeur du chemin exploite l’algorithme de Fast Marching [56].
Celui-ci propose de partir d’un des deux points mesure´s et de rechercher T pour tous les
pixels de l’image par propagation de voisins en voisins. L’algorithme obtient la re´ponse
une fois l’information propage´e jusqu’au deuxie`me point. Cette me´thode, tre`s proche de
l’algorithme de recherche des plus courts chemins propose´ par Dijkstra [27] que nous
verrons par la suite (section 3.5), par sa propagation de voisins en voisins, illustre la
ne´cessite´ d’associer une topologie a` l’ensemble pour lequel nous souhaitons de´finir la
distance ge´ode´sique. Coeurjolly D. et al. [20] proposent d’utiliser le concept de visibilite´
entre deux pixels pour construire la distance ge´ode´sique : il propose en quelque sorte
une nouvelle vision de la topologie de l’ensemble. Il conside´rera deux pixels voisins si ils
peuvent se voir : pas de pixel ”obstacle” interceptant le rayon (ou segment) reliant les
deux pixels dont on cherche la visibilite´.
La distance ge´ode´sique que nous proposons d’utiliser est plus contraignante que celle
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associe´e au Fast Martching car elle se base sur une topologie de´finie par le graphe des k plus
proches voisins de l’ensemble des pixels. L’inte´reˆt de cette topologie est son ade´quation
avec une mode´lisation du signal par une varie´te´ et en particulier elle remet en cause la
topologie classiquement associe´e aux signaux qui se base uniquement sur les coordonne´es
des e´chantillons pour de´finir les relations de voisinage. Le choix de cette me´thode ainsi
que de l’algorithme de Dijkstra [27] pour obtenir au final la distance ge´ode´sique s’inspire
de la me´thode de reconstruction de varie´te´ de Tenenbaum M. et al. [62].
Avant de pre´senter cette distance, nous allons proposer quelques rappels sur les varie´te´s
afin de mieux comprendre ce que nous attendons en terme de comportement de cette
distance.
3.2.2 Rappel des varie´te´s
Comme nous l’avons de´ja` e´nonce´, la varie´te´ est une manie`re d’entrevoir les signaux en
associant coordonne´es et valeurs des e´chantillons dans un ensemble que nous appelons la
varie´te´ dans un espace euclidien de dimension nc+nv (toujours respectivement dimension
de l’espace des coordonne´es et de l’espace des valeurs des e´chantillons) tout en conservant
un lien avec la structure de cet ensemble a` travers l’espace des parame`tres. Cela veut dire
par exemple qu’une image en niveau de gris correspondra a` une varie´te´ de dimension 2
plonge´e dans un espace euclidien de dimension 3. Avant de de´tailler les points que nous
avons introduits dans cette dernie`re remarque, nous allons reprendre dans le domaine
continu une de´finition des varie´te´s propose´e par Spivak M. [57] qui est :
De´finition 3.2.1 Une varie´te´ est un espace me´trique M muni de la proprie´te´ suivante :
Si un e´le´ment x appartient a` M , il existe U un voisinage de x et n ∈ N tel que U soit
home´omorphe a` Rn.
Pour reprendre les termes de Spivak lui-meˆme, une varie´te´ est ”localement” un espace
me´trique. Cela signifie que notre ensemble constituant la varie´te´, inclut dans un espace
donne´, peut eˆtre identifie´ a` un autre espace de dimension infe´rieure ou e´gale, par le biais
de multiples fonctions, chacune de´crivant localement la forme de l’ensemble.
De plus, comme nous allons travailler dans le domaine discret, nous utilisons un certain
type de varie´te´s prenant en charge la notion de support fini des fonctions : les varie´te´s
a` bords. Ces varie´te´s se composent en partie d’e´le´ments (les e´le´ments du bord) qui ne
peuvent eˆtre associe´s par home´omorphisme a` un espace me´trique. Ces e´le´ments seront
alors associe´s a` un demi-espace (par exemple [0,∞[×R au lieu de R2). Ces varie´te´s a`
bords peuvent en particulier contenir plusieurs composantes connexes : nous reviendrons
sur cette notion a` travers une application dans le domaine discret et a` l’occasion de rappels
sur les graphes.
L’identification locale ne´cessite la construction d’un voisinage a` chaque e´le´ment de l’en-
semble e´tudie´. Cette notion de voisinage correspond en fait a` l’association d’une topologie
a` notre ensemble. La topologie est une notion de´finissant l’ensemble des sous-ensembles
forme´s uniquement a` partir des e´le´ments de la varie´te´ et constituant nos voisinages. Ces
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voisinages permettent l’identification de la varie´te´ a` l’espace de dimension minimum que
constitue l’espace des parame`tres. Nous remarquons qu’en introduisant la topologie, ou
plutoˆt en faisant le choix de mode´liser le signal par une varie´te´, nous introduisons la ques-
tion de la connexite´ de cet ensemble. Nous reviendrons sur cette notion a` l’occasion de
rappels sur les graphes a` la section 3.4.2.
L’identification est effectue´e par une fonction de´finie sur le voisinage appele´e carte
de la varie´te´. Le but de cette carte est de permettre l’identification d’une partie de la
varie´te´ a` un espace euclidien de dimension minimale. Par exemple, si le point de vue est
suffisamment local, la surface d’une sphe`re peut eˆtre conside´re´e plane. En d’autres termes,
une surface quelconque plonge´e dans un espace 3D peut eˆtre identifie´e, par le biais de ces
cartes, a` un plan. Chaque e´le´ment dans ce plan (espace des parame`tres) est de´crit a` partir
de coordonne´es ayant uniquement 2 composantes. Cette identification peut eˆtre conside´re´e
comme un changement de syste`me de coordonne´es puisque chaque e´le´ment est de´crit dans
un nouvel espace. L’inte´reˆt du syste`me de coordonne´es de l’espace des parame`tres, par
rapport a` celui de l’espace de plongement, est qu’il est en ge´ne´ral de dimension infe´rieure,
et qu’il ne souffre plus des proble`mes lie´s a` la forme de l’ensemble (le plus court chemin
dans une varie´te´ est un segment dans l’espace des parame`tres).
Pour illustrer cette simplification par syste`mes de coordonne´es locaux, nous pouvons
utiliser par exemple des cartes topographiques : une carte repre´sente sur un support a`
deux dimensions des surfaces non planes. La localisation sur la carte ne souffre d’au-
cune ambigu¨ıte´ puisque nous avons une correspondance unique entre un point de la carte
et ce qu’il repre´sente dans la re´alite´. Une carte est e´galement beaucoup plus simple a`
appre´hender que les donne´es brutes : si nous devions travailler directement sur des coor-
donne´es dans un espace euclidien 3D pour interpre´ter une carte, la difficulte´ serait tout
autre. Cela illustre le fait qu’une surface, meˆme si elle a une forme complique´e, peut eˆtre
envisage´e directement a` partir d’une repre´sentation 2D.
L’analogie propose´e pour les cartes est tout a` fait compatible avec la notion d’atlas
que nous trouvons associe´ aux varie´te´s : un atlas ge´ographique, tout comme l’atlas d’une
varie´te´, est base´ sur un ensemble de cartes. L’ensemble de cartes sera appele´ atlas si il
permet le recouvrement complet de la varie´te´. En d’autres termes, l’atlas lie une famille
de cartes a` une varie´te´ en garantissant que tout les e´le´ments de la varie´te´ sont pris en
charge par au moins une carte de la famille : chaque e´le´ment de la varie´te´ posse`de un
syste`me de coordonne´es locales.
Les concepts de cartes et d’atlas sont les outils qui permettent de de´finir une varie´te´
en particulier. Ils permettent de prendre en charge la ”forme” de l’ensemble a` travers
les cartes. C’est cette ”forme” en lien avec la topologie qui nous permet de conside´rer
qu’en identifiant la varie´te´, nous avons alors capte´ les caracte´ristiques ge´ome´triques de
cet ensemble et notamment les potentielles composantes connexes.
Ces rappels nous permettent d’exposer les aspects que nous souhaitons exploiter avec
les varie´te´s. En particulier, nous nous inte´ressons a` la distance ge´ode´sique correspondant
a` la longueur des arcs ge´ode´siques de la varie´te´. Cet arc correspond au plus court chemin
entre deux e´le´ments de la varie´te´ dont tous les points qui le composent sont inclus dans
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la varie´te´.
A B A B
(a) (b)
Figure 3.2: Distances de deux e´le´ments d’un sous-ensemble de R2 : (a) Distance euclidienne.
(b) Distance ge´ode´sique lie´e a` la varie´te´ forme´e par les e´le´ments de R2.
La figure 3.2 nous montre une varie´te´ 1D plonge´e dans un espace 2D et repre´sente´e
par un sous-ensemble fini de ses e´le´ments. La figure illustre la diffe´rence entre la distance
associe´e a` la varie´te´ et la distance associe´e a` l’espace de plongement. Nous pouvons donc
voir a` travers la figure 3.2 le comportement qui nous inte´resse pour la distance ge´ode´sique :
cette distance prend en compte la configuration globale de la varie´te´. En particulier, cette
distance pourra eˆtre infinie si les e´le´ments de la varie´te´ n’appartiennent pas a` la meˆme
composante connexe.
Tous ces aspects associe´s a` la description dans le domaine continu des varie´te´s ne
trouvent pas d’e´quivalent direct dans le domaine discret. Les notions d’arcs, de cartes et
d’atlas ne sont pas transposables directement du domaine continu au domaine discret. Les
voisinages permettant la de´finition de la topologie se trouveront par exemple compose´s
d’un nombre fini d’e´le´ments de la varie´te´. Ne´anmoins le comportement que nous recher-
chons a` travers les varie´te´s restera pre´sent dans le domaine discret : la distance ge´ode´sique
entre deux e´le´ments de notre signal, interpre´te´ en tant que varie´te´, restera une distance
prenant en compte le contexte et non simplement les deux e´le´ments mesure´s.
Nous allons maintenant chercher a` exploiter cette qualite´ de description dans notre
sche´ma de lifting. Toutefois nous allons tout d’abord pre´senter la manie`re dont nous
allons de´finir une distance ge´ode´sique adapte´e a` l’image en cours de traitement. Cette
de´finition ne´cessite la construction d’une topologie qui s’adapte a` l’image en opposition a`
une topologie qui ne fait que transcrire l’e´chantillonnage re´gulier des signaux.
3.3 Topologie de la varie´te´
Nous proposons donc la construction d’une topologie dont le but est de s’adapter
aux singularite´s de l’image. En lien avec la distance ge´ode´sique qui en de´coule, cette
topologie va nous permettre de prendre en compte la ge´ome´trie durant notre transforme´e
en ondelettes.
Pour construire cette topologie adaptative, nous proposons de nous inspirer des travaux
de Tenenbaum et al. [62] qui proposent d’utiliser le graphe des k plus proches voisins.
Apre`s une bre`ve pre´sentation de ce graphe nous pre´senterons notre proposition s’ap-
puyant sur la structure re´gulie`re des signaux.
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3.3.1 Principe de l’algorithme
Nous allons conside´rer trois repre´sentations de notre signal en lien avec la description
de notre algorithme.
xs
s
s|c
S
M
G(X, A)
Figure 3.3: Superposition du maillage M , des donne´es S et du graphe G(X,A).
La figure 3.3 pre´sente en illustration la ”superposition” des trois ensembles qui per-
mettent, de manie`re e´quivalente, de de´signer un e´chantillon particulier (il existe une fonc-
tion de passage bijective entre tous ces ensembles).
Le premier (en haut) repre´sente ce que nous cherchons a` atteindre : notre topologie
constitue´e par le graphe oriente´ G(X,A) (le graphe des k plus proches voisins) dont
les sommets X sont identifie´s aux e´le´ments de S, et les arcs A de´finissent les relations
de voisinage entre e´chantillons. Par la suite nous nous conformerons aux notations et
de´finitions tire´es de Fournier [36] en ce qui concerne les aspects de la the´orie des graphes.
Le deuxie`me repre´sente les donne´es sur lesquelles nous nous appuyons pour construire
notre topologie : l’ensemble S de cardinal N correspondant a` notre signal tel qu’il est
de´fini dans l’espace de plongement meˆlant valeurs et coordonne´es des e´chantillons.
Le dernier, M , repre´sente les coordonne´es des e´chantillons, que nous utiliserons pour
parcourir de manie`re ade´quat notre ensemble S : c’est la structure re´gulie`re de notre signal
sur laquelle nous allons nous appuyer pour acce´le´rer les traitements. Paradoxalement, c’est
cette structure que nous allons remettre en cause avec notre topologie.
Par la suite nous utiliserons e´galement φ ∶ X ↦ S la fonction plongeant les sommets
du graphe G dans l’ensemble S et nous emploierons la distance base´e sur la norme L2
de l’ensemble S pour de´terminer les plus proches voisins. De meˆme la notation ∣c sera
employe´e sur les e´le´ments de S lorsque nous souhaitons nous limiter aux coordonne´es :
elle est e´quivalente a` la fonction de passage des e´le´ments de S aux e´le´ments de M .
Le principe de notre algorithme s’appuie sur le concept de ”distance partielle” employe´
dans les algorithmes [55, 49]. Ces algorithmes s’appliquent a` un nuage de points qui dans
87
CHAPITRE 3. ONDELETTES ET DISTANCE GE´ODE´SIQUE
le cadre de notre signal est identifie´ a` S. Ils structurent S de telle manie`re que l’on puisse
de´terminer une distance minimum (distance partielle) entre l’e´le´ment dont le voisinage est
en cours de construction et les e´le´ments d’un sous-ensemble U de S. Si cette distance est
supe´rieure a` la distance du plus e´loigne´ des voisins en cours, alors il n’est pas ne´cessaire
de traiter les e´le´ments de U .
Dans le cadre de nos tests nous disposons de M comme structure de l’ensemble. Nous
allons exploiter cette structure pour de´terminer la distance partielle entre s et t, deux
e´le´ments de S tels que :
∥s − t∥p = ∥s∣c − t∣c∥2
et ve´rifiant :
∀(s, t) ∈ S × S, ∥s − t∥p ≤ ∥s − t∥2
Nous allons ordonner les e´le´ments de S de telle sorte que leur distance partielle a` sα
soit croissante. Comme M est re´gulier, l’ordre de parcours de S relativement a` sα sera
le meˆme quelque soit sα. Pour la construction de ce graphe sur des signaux de meˆmes
dimensions, par exemple les images couleur et niveaux de gris, nous pouvons construire
ce parcours une fois pour toute. C’est en fait cette particularite´ qui fait tout l’inte´reˆt
de l’algorithme car nous e´conomisons l’e´tape (la structuration) qui, par exemple dans
l’algorithme [49]), est la plus couˆteuse.
Supposons que cet ordre de parcours nous fournisse ∆, un ensemble ordonne´ selon
la distance partielle a` sα, nous savons que si pour un e´le´ment de δ ∈ ∆ nous obtenons
∥sα − δ∥p > ∥sα − u∥2 avec u le plus e´loigne´ des k voisins en cours de sα, alors tous les
e´le´ments de ∆ situe´s apre`s δ peuvent eˆtre e´limine´s de nos traitements.
L’algorithme 1 illustre la simplicite´ de la me´thode une fois que nous obtenons le
parcours ∆. Il existe plusieurs solutions pour obtenir ∆, et le temps de calcul qu’elles
ne´cessitent a peu d’importance puisqu’il est possible d’enregistrer ce parcours pour l’uti-
liser pour toutes les images que nous aurons a` traiter.
Nous allons maintenant ve´rifier avec des cas re´els que notre algorithme constitue bien
une acce´le´ration des algorithmes existants.
3.3.2 Comportement de l’algorithme
Nous allons proposer des tests pour illustrer le comportement de l’algorithme en fonc-
tion de N le cardinal de l’ensemble, k le nombre de plus proches voisins recherche´s,
et σ l’e´cart type des valeurs du signal. Nous utiliserons directement les coordonne´es
et l’intervalle J0,255Knv pour les couleurs. L’intervalle de l’ensemble correspond donc a`
J0,255Knv ×L ×H (avec L la largeur de l’image et H la hauteur de l’image).
Les deux premiers tests sur N et σ seront mene´s a` partir d’images en couleur ge´ne´re´es
par un bruit blanc gaussien centre´ en 128 sur chaque composante. Ce bruit sera toujours
centre´ en 128.
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Algorithme 1 : Identifie les k plus proches voisins de sα.
Entre´es : sα : e´le´ment de re´fe´rence pour la recherche.
Entre´es : ∆ : ensemble S ordonne´ selon la distance partielle.
Sorties : K : l’ensemble des k plus proches voisins de sα.
/* Initialisation de K et de dK. */
K ←Ki ; dK ←maxsk∈K∥sα − sk∥2 ;1
/* Tant que la distance partielle est > dk. */
tant que ∃s ∈∆ et ∥sα − s∥p < dK faire2
/* L’e´le´ment en cours est-il plus proche que les k voisins ? */
si ∥sα − s∥2 < dK alors3
/* Mise a` jour de K . */
K ←K − {argmaxe∈K∥sα − e∥2} ; K ←K + {s} ;4
/* Mise a` jour de dK. */
dK ←maxs∈K∥sα−∥2 ;5
fin6
fin7
retourner K ;8
Nous utiliserons dans le cadre de notre test No = 30 occurrences formant l’ensemble
des valeurs de test correspondant au couple (N,σ). Les courbes que nous pre´sentons
correspondront donc a` la moyenne de ces occurrences. Nous afficherons e´galement autour
de ces valeurs, l’intervalle dans lequel se situe 68 % des e´le´ments puisqu’il correspond a`[vm − σe, vm + σe] avec vm la valeur moyenne et σe l’e´cart-type de ces 30 occurrences.
La premie`re courbe (figure 3.4) nous pre´sente le nombre moyen de tests utilise´s pour
obtenir les 4 plus proches voisins d’un e´le´ment dans une image couleur construite a` partir
d’un bruit blanc gaussien d’e´cart type 10. La constance de ce re´sultat fonction de N
semble confirmer la line´arite´ de l’algorithme face a` N .
En ce qui concerne le comportement de l’algorithme en fonction de σ illustre´ par la
courbe de la figure 3.5 (images de tests de format 512×512), le nombre d’ite´rations semble
lie´ line´airement a` l’e´cart type de l’ensemble. Le lien line´aire entre σ et le nombre moyen
d’ite´rations exprime le fait que nous aurons un chemin effectif plus long a` parcourir pour
obtenir les plus proches voisins dans une zone texture´e et/ou bruite´e que dans une zone
uniforme. La relation entre σ et vm n’a pas un comportement exponentiel et permet donc
d’envisager la recherche pour des ensembles de σ relativement important ce qui est plutoˆt
inte´ressant du point de vue du temps de calcul.
A` noter e´galement que ce comportement de l’algorithme selon σ pourrait eˆtre de´tourne´
pour, a` l’inverse, utiliser la construction du graphe des k plus proches voisins pour estimer
l’e´cart type d’un signal. Cette estimation pourrait meˆme eˆtre locale : l’e´cart type global est
en relation avec le nombre moyen d’ope´rations pour identifier les k plus proches voisins
d’un e´le´ment, nous sommes donc en droit de supposer que le nombre d’ite´rations se
rapportant a` un e´le´ment donne´ correspond a` une notion d’e´cart type rapporte´e a` ce seul
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Figure 3.4: Comportement de l’algorithme en fonction de N .
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Figure 3.5: Comportement de l’algorithme en fonction de σ.
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e´le´ment pour l’ensemble e´tudie´.
Pour le dernier test nous utilisons les images Peppers, Splash et Mandrill puisque dans
ce dernier test N et σ restent constants.
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Figure 3.6: Comportement de l’algorithme en fonction de k.
Nous confirmons de par les premiers tests repre´sente´s par la courbe de la figure 3.6
que le comportement de l’algorithme de´pend de k : en effet, nous avons par exemple avec
l’augmentation de k une augmentation de maxsk∈Ki∥sα−sk∥2 qui, meˆme dans le meilleur des
cas, augmentera le nombre de tests. La relation entre k et le comportement de l’algorithme,
de´finit une relation line´aire entre k et le nombre moyen d’ite´rations (les auto-corre´lations
des courbes sont respectivement pour Peppers, Splash et Mandrill, 0.99977, 0.99996 et
0.99280).
Enfin pour donner un ordre de grandeur du temps concret de l’algorithme, nous avons
applique´ l’algorithme sur l’image 1 ”Bridge” de grande taille puisque son format est 2749×
4049. Le construction d’un graphe des 8 plus proches voisins demande 38 secondes. Ce
temps est obtenu avec un Athlon 64 X2 4200+ a` 2,20 GHz et 3Go de RAM pour 11
millions de pixels. Il est bien en dessous du temps de calcul propose´ par [55] puisque les
temps propose´s sont par exemple, avec k = 8, 940 secondes sur un maillage 3D contenant
5 millions de sommets et 2657 secondes pour un objet de 14 millions de sommets, avec un
processeur Xeon Quad Core et 1 Go de RAM. La me´thode propose´e par [49] ne semble
pas obtenir de meilleurs re´sultats. Le mate´riel (publication datant de 2001) ainsi que les
donne´es utilise´es ne nous permettent pas de proposer de comparaisons fiables. De plus
l’ensemble des algorithmes que nous proposons pour nos comparaisons ne se limite pas a`
des signaux : ils s’appliquent a` des nuages de points sans contraintes particulie`res. Toujours
1. Disponible a` l’adresse http://www.imagecompression.info/test_images.
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est-il que les re´sultats obtenus sont tre`s encourageants dans le cadre spe´cifique des donne´es
organise´es de manie`re re´gulie`re (correspondant a` l’e´chantillonnage des signaux).
Le comportement de l’algorithme semble s’apparenter a` une complexite´ O(Nkσ).
Notre application est actuellement conc¸ue pour les images niveaux de gris et couleur.
Nous n’avons donc pas e´tudie´ l’influence de la dimension pour notre algorithme, mais il
pourrait eˆtre inte´ressant de connaˆıtre l’e´volution de la complexite´ de la construction du
graphe en fonction de la dimension du maillage et ainsi estimer son application a` des
donne´es organise´es par exemple selon 3 dimensions.
La me´thode que nous proposons pour la construction du graphe des k plus proches
voisins est assez rapide pour en permettre une utilisation pour des images de taille
conse´quente. Nous allons maintenant passer a` l’exploitation de cette topologie adapta-
tive pour permettre la construction des distances ge´ode´siques.
3.4 Condition de l’obtention d’une distance
Notre travail sur la distance ge´ode´sique sera, a` partir de maintenant, essentiellement
base´ sur le graphe G(X,A). Nous rappelons que nous nous appuyons sur les de´finitions
du livre de Fournier J.C. [36].
3.4.1 Graphes et distance
Apre`s avoir applique´ la recherche des k plus proches voisins a` l’ensemble S nous
obtenons donc le graphe G(X,A). Ce graphe est oriente´, value´, strict et k-re´gulier. Il est
dit oriente´ parce que tout arc a ∈ A repre´sente le lien d’un e´le´ment s ∈ S a` l’un de ses
k plus proches voisins sk ∈ S sans garantir en retour l’existence d’un lien de sk a` s. Le
graphe est value´ car a` chaque arc a ∈ A est associe´e la distance ψ(a) = ∥φ(x1) − φ(x2)∥2
(distance euclidienne entre e´le´ment de S que nous de´signerons maintenant a` partir des
sommets correspondants), x1 et x2 e´tant les sommets extre´mite´s de a, par la fonction
ψ ∶ A ↦ R. Nous rappelons que nous avons de´fini a` la section 3.3.1 la fonction φ comme
e´tant la fonction de plongement des sommets de X dans l’ensemble S. Il est dit strict car
il ne contient ni arc multiple (∀(x1, x2) ∈ X2,Card{a ∈ A,a = (x1x2)} = 0∣1), ni boucle
(pour tout couple (x1, x2) ∈ A,x1 ≠ x2). Enfin le graphe est k-re´gulier car chaque sommet
est a` l’origine de exactement k arcs.
Pour de´finir la distance ge´ode´sique a` partir de ce graphe nous nous appuierons sur la
notion de chaˆıne d’un graphe :
De´finition 3.4.1 Une chaˆıne c d’un graphe G(X,A) est une suite de la forme :
c = (x0, a1, x1, ...ak, xk)
ou` k est un entier positif, les xi sont des sommets de G et les ai des arcs de G tels que∀i ∈ J1, k − 1K, xi−1 et xi sont les extre´mite´s de ai. L’entier k est la longueur de la chaˆıne.
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La chaˆıne que nous venons de de´finir en association avec le graphe de´ja` calcule´ permet
la construction sur le graphe de chaˆınes reliant deux points d’une varie´te´ en ve´rifiant deux
conditions : la chaˆıne est construite uniquement a` partir d’e´le´ments de cette varie´te´ (les
sommets e´tant assimile´s a` des e´le´ments de S) et en respectant la topologie de la varie´te´
(les arcs du graphe sont une re´alisation de la topologie de la varie´te´). Les chaˆınes qui nous
permettront de de´finir notre distance ge´ode´sique ve´rifient e´galement les conditions qui en
font des chaˆınes e´le´mentaires.
De´finition 3.4.2 Une chaˆıne est dite simple si elle ne contient pas deux fois le meˆme arc
et e´le´mentaire si elle ne contient pas deux fois le meˆme sommet (la deuxie`me condition
impliquant la premie`re).
Tout comme le segment est assimilable a` la distance entre ses extre´mite´s puisqu’il est
le plus court chemin les reliant par exemple dans un espace euclidien, la plus courte chaˆıne
e´le´mentaire liant deux sommets du graphe correspondra donc a` un arc ge´ode´sique et par
conse´quent au plus court chemin entre ces deux points dans un espace topologique. Si la
distance ge´ode´sique correspond au plus court chemin entre deux sommets d’un graphe, il
reste a` donner un sens a` ce chemin en lien avec le mode`le associe´ a` la varie´te´ que nous
souhaitons repre´senter au moyen de ce graphe.
La longueur d’une chaˆıne est classiquement de´finie par le nombre d’arcs la composant.
Pour tenir compte du mode`le de varie´te´ nous proposons une interpre´tation diffe´rente de
la longueur. Nous parlerons de la me´trique de la chaˆıne par extension des valeurs des arcs.
En effet, nous proposons d’exploiter la valeur des arcs plutoˆt que leur nombre :
De´finition 3.4.3 Soit un graphe G(X,A) associe´ a` ψ de´finissant la valeur des arcs et
une chaˆıne c = (x0, a1, x1, ...ak, xk) de G reliant les e´le´ments x0 et xk de X. La valeur de
la chaˆıne c est :
ψ(c) = ∑
i∈J1,kK
ψ(ai)
Nous allons noter C(G,x1, x2) pour (x1, x2) ∈X×X, l’ensemble des chaˆınes e´le´mentaires
d’extre´mite´s x1 et x2 construites sur le graphe G. A` partir de la valeur donne´e a` une chaˆıne
(de´finition 3.4.3) nous pouvons en de´duire une application X×X ↦ R+ s’approchant d’une
distance ge´ode´sique de la varie´te´ lie´e au graphe :
De´finition 3.4.4 Le plus court chemin entre x1 et x2 avec (x1, x2) ∈X ×X, est :
pcc(x1, x2) = argmin
c∈C(x1,x2)
ψ(c)
Cette de´finition 3.4.4 nous permet de de´finir la ”valeur” de la plus courte chaˆıne
e´le´mentaire du graphe reliant le point x1 au point xk en rapport avec la varie´te´ a` laquelle
le graphe est associe´. Pour obtenir une distance, il nous est ne´cessaire d’obtenir un graphe
oriente´ syme´trique (correspondant a` un graphe non oriente´). En effet si l’on reprend la
de´finition d’une distance :
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De´finition 3.4.5 Une distance est une application d ∶ E ×E ↦ R+ ve´rifiant, ∀(x, y, z) ∈
E ×E ×E les proprie´te´s :
1. d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y
2. d(x, y) = d(y, x)
3. d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z)
Si la premie`re condition est compatible avec la de´finition 3.4.4, et que l’application
propose´e est bien positive du faite que ∀a ∈ A,ψ(a) > 0, il n’est en revanche pas assure´ que
la deuxie`me condition sera respecte´e du fait que le graphe dont nous disposons jusqu’a`
pre´sent n’est pas ne´cessairement syme´trique.
c
a
b
1
1
1
c
a
b
1
1
1
(a) (b)
Figure 3.7: Incompatibilite´ de la notion de distance avec les graphes oriente´s : (a) pcc(a, b) = 1,
(b) pcc(b, a) = 2. Les plus courts chemins sont repre´sente´s par les lignes en pointille´s.
Le graphe de la figure 3.7 est un contre-exemple montrant que la de´finition d’une
distance a` partir d’un graphe oriente´ ”quelconque” ne peut eˆtre garantie sans ajout de
contraintes a` la de´finition de ce graphe. La premie`re contrainte concerne la structure
du graphe et la deuxie`me, les valeurs des areˆtes de ce graphe. Nous commenc¸ons par la
structure :
De´finition 3.4.6 Un graphe oriente´ strict est dit syme´trique si pour tout arc (x, y) il
existe e´galement l’arc oppose´ (y, x).
Si nous prenons un graphe oriente´ syme´trique, nous nous assurons que la longueur du
plus court chemin correspond effectivement a` une distance. Si nous utilisons la valeur des
chemins et non leur longueur (ψ(c) au lieu du nombre d’arcs), nous devons ve´rifier que∀(a, b) ∈X ×X,ψ((a, b)) = ψ((b, a)). Les valeurs doivent confirmer la syme´trie du graphe
sans quoi les plus courts chemins ne seront pas ne´cessairement de meˆme valeur suivant le
sens de parcours.
La deuxie`me condition de´coule imme´diatement de la syme´trie du graphe : le plus court
chemin de x1 a` x2 est e´galement le plus court chemin de x2 a` x1.
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La troisie`me condition se ve´rifie facilement puisque si elle n’est pas vraie (d(x, y) +
d(y, z) < d(x, z)), cela implique que le chemin utilise´ pour calculer d(x, z) n’est pas le
plus court puisqu’il en existe un autre passant par y qui lui est plus court. En conclusion,
nous devons construire un graphe strict, value´, non oriente´ a` partir de notre graphe strict,
value´, oriente´ et k-re´gulier. Nous verrons d’ailleurs par la suite que cette syme´trisation de
notre graphe s’accompagne de la perte de la k-re´gularite´. Si c’est le cas, notre distance
ge´ode´sique peut se de´finir de la fac¸on suivant :
De´finition 3.4.7 Soit un graphe strict, non oriente´, value´ G(X,E) et pour (xa, xb) ∈X2,
C(G,xa, xb) l’ensemble des chaˆınes e´le´mentaires reliant xa a` xb. Les areˆtes du graphes sont
value´es par l’application ψ ∶ E ×E ↦ R+. La distance ge´ode´sique de φ(xa) ∈ S a` φ(xb) ∈ S
est :
dg(φ(xa), φ(xb)) = min
c∈C(G,xa,xb)
ψ(c)
Dans le cas ou` il n’existerait aucune chaˆıne reliant xa a` xb, dg(φ(xa), φ(xb)) =∞.
A` noter qu’en passant a` un graphe non oriente´ nous sommes passe´s de l’ensemble A
des arcs a` l’ensemble E des areˆtes.
Pour obtenir la distance ge´ode´sique entre deux sommets du graphe, nous devons donc
obtenir un graphe non oriente´. Se pose alors la question de ce qu’implique le passage
d’un ensemble d’arcs a` un ensemble d’areˆtes pour le graphe dans son ensemble : quelles
implications a ce passage pour le comportement de la distance ge´ode´sique.
3.4.2 Construction du graphe non oriente´
Nous allons proposer deux strate´gies simples de construction d’un graphe oriente´
syme´trique qui seront suivis d’une discussion sur les conse´quences de cette syme´trisation.
Nous avons vu a` la section 3.4.1 ce que nous entendons par graphe syme´trique : le graphe
devient au final un graphe strict, non oriente´, value´. Les valeurs associe´es aux arcs sont
les distances euclidiennes entre les e´le´ments de S correspondant aux extre´mite´s de l’arc.
Donc, si ils existent dans le graphe oriente´, deux arcs de meˆmes extre´mite´s et d’orien-
tations oppose´es, ont ne´cessairement la meˆme valeur. Ceci simplifie la construction du
graphe non oriente´ a` partir du graphe oriente´ puisqu’il nous suffit, soit de comple´ter
chaque arc par son arc associe´ d’orientation oppose´e avec la meˆme valeur, soit de sup-
primer les arcs qui dans le graphe ne sont pas associe´s a` un arc oppose´. Nous proposons
quelques cas de figures pour montrer les conse´quences de ces traitements sur la distance
que nous obtiendrons par la suite.
Dans le cas d’e´le´ment au milieu d’une zone uniforme, la syme´trisation ne change pas
le graphe oriente´. La figure 3.8 illustre ce cas ou` l’on constate que le graphe (forme´ a`
partir des 2 plus proches voisins) est de´ja` un graphe oriente´ syme´trique et ne devrait donc
pas changer. Ce cas de figure devrait eˆtre fre´quent dans le cadre des images naturelles
puisqu’elles sont constitue´es essentiellement de zones uniformes.
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Figure 3.8: Configuration de graphe oriente´ (2 plus proches voisins) d’un signal 1D, pour
l’e´chantillon ● dans une zone uniforme.
(a) (b) (c)
Figure 3.9: Configuration de graphe oriente´ (a) pour l’e´chantillon ● isole´ dans une zone uni-
forme. La syme´trisation (b) par ajout d’arcs ne modifie pas les composantes connexes du graphe
alors que la syme´trisation (c) par suppression d’arcs va isoler l’e´le´ment dans une composante
connexe.
Par contre, dans le cadre d’e´le´ments isole´s (figure 3.9), nous constatons que l’utilisation
de la syme´trisation apporte des re´ponses diffe´rentes suivant que l’on utilise l’ajout ou la
suppression d’arcs. Nous constatons par exemple que dans le cadre de la syme´trisation
par ajout, l’e´le´ment isole´ (valeur e´loigne´e des e´le´ments proches en ce qui concerne le
maillage) se retrouve associe´ aux e´le´ments de la zone uniforme alors que dans le cadre
de la syme´trisation par suppression d’arcs ce meˆme e´le´ment se retrouve isole´. A` noter
que ce genre de configuration de sommets sans arcs ne pose aucun proble`me : toutes les
distances ge´ode´siques que l’on pourrait mesurer impliquant ce sommet seront infinies.
Cette configuration synthe´tique peut eˆtre vue comme une illustration du comportement
du traitement face a` des e´le´ments dans une zone bruite´e. Dans une zone bruite´e tous
les e´le´ments sont diffe´rents. Il y a donc une forte probabilite´ que nous soyons confronte´s
au meˆme type de configuration de sommets qui, apre`s syme´trisation, n’ont plus du tout
d’arcs incidents (arcs partant d’un autre sommet que ● et pointant ●).
La figure 3.10 repre´sente un dernier cas ou deux zones uniformes se retrouvent isole´es
par l’application de la construction du graphe de 2 plus proches voisins. La syme´trisation,
qu’elle soit par ajout (b) ou par suppression (c) changera effectivement l’ensemble de
de´part. Pour autant, l’influence de ce changement sera e´quivalent a` la zone uniforme de
la figure 3.8 : il n’y a pas de changement des composantes connexes du graphe. Ce cas de
figure correspond en fait a` nos fameuses singularite´s d’une image re´elle que nous cherchons
a` prendre en compte avec notre graphe : la syme´trisation n’aura donc pas une influence
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(a) (b) (c)
Figure 3.10: Configuration de graphe oriente´ (a) pour deux ensembles d’e´chantillons dissocie´s.
Dans les deux cas (ajout (b) ou suppression (c) d’arcs) la syme´trisation change la configuration
du graphe, mais ne change pas de manie`re significative les distances implique´es (pas d’apparition
de distances infinies supple´mentaires).
trop importante sur cette prise en compte.
Toutes ces illustrations introduisent un aspect important de la prise en compte d’un
voisinage diffe´rent lors de l’e´tude d’un signal : la topologie que nous construisons remet
en cause la connexite´ de l’ensemble. Ramene´ au graphe repre´sentant cette topologie, la
connexite´ s’exprime de la fac¸on suivante :
De´finition 3.4.8 Un graphe G est connexe si quelques soient deux sommets de ce graphe
ils sont relie´s par une chaˆıne.
Elle introduit e´galement la notion de composantes connexes :
De´finition 3.4.9 Les composantes connexes d’un graphe G sont les sous-graphes en-
gendre´s connexes maximaux (sous-graphes connexes de cardinal maximum).
Suivant ces deux de´finitions (3.4.8) et (3.4.9) il apparaˆıt donc que, dans les cas (b)
et (c) de la figure 3.10, les deux ope´rations ne changent pas la connexite´ puisqu’il existe,
apre`s syme´trisation, toujours des chemins pour lier chaque partie uniforme des deux coˆte´s
de la singularite´.
Par contre dans le cas de l’e´chantillon isole´ (figure 3.9) nous constatons que l’ajout
d’arcs (b) conserve la connexite´ puisqu’il existe toujours une chaˆıne associant le sommet
de l’e´chantillon isole´ aux autres sommets du graphe alors que dans le cas de la suppression
d’arc (c), l’ope´ration supprime la possibilite´ de construire une chaˆıne allant d’un sommet
du graphe vers le sommet de l’e´chantillon isole´.
Ce changement de connexite´ ame`ne donc la construction de nouvelles composantes
connexes. Illustre´e sur un e´le´ment isole´, cette de´connexion peut e´galement s’ope´rer sur
des sous-graphes plus complexes a` partir du moment ou` la connexite´ de ce sous-graphe
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de´pend uniquement d’arcs qui n’ont pas d’e´quivalent dans la direction oppose´e lors de la
suppression par syme´trisation. Cette apparition de composantes connexes ame`ne l’appari-
tion de distances infinies entre e´le´ments de composantes diffe´rentes. Cette distance infinie
est la conse´quence la plus marquante du comportement tre`s particulier des distances
ge´ode´siques par rapport a` la distance euclidienne : les distances ge´ode´siques ne de´pendent
pas seulement des deux e´le´ments implique´s dans la distance mais bien de l’ensemble des
e´le´ments de la varie´te´. En d’autres termes, la distance n’est pas uniquement fonction des
deux e´le´ments mesure´s mais bien d’une configuration plus globale de l’ensemble e´tudie´
par rapport a` ces deux e´le´ments. C’est ce comportement que nous cherchons a` mettre a`
profit pour la prise en compte de la ge´ome´trie de l’image (la configuration plus globale de
l’ensemble e´tudie´) dans notre transforme´e en ondelettes ge´ome´triques adaptatives.
Le choix entre l’ajout ou la suppression d’arcs pour la syme´trisation du graphe de´pend
donc de l’application ; selon que nous voulons profiter de la cre´ation de composantes
connexes amplifiant l’isolement de certains e´chantillons ou plutoˆt que nous souhaitons
conserver les composantes connexes initiales. Dans notre cas nous avons opte´ pour la
syme´trisation du graphe par suppression d’arcs sans e´quivalent dans la direction oppose´e
car nous souhaitons profiter de la remise en cause de la connexite´ pour mettre en valeur
les singularite´s de l’image.
Nous avons donc a` partir de cette e´tape un graphe oriente´, syme´trique, value´ (en
respectant la syme´trie arc par arc), strict. Il n’est plus k-re´gulier puisque nous supprimons
les arcs sans prendre en compte la conservation d’un nombre fixe d’arcs par sommet. Nous
allons montrer comment, a` partir de ce graphe, nous pouvons construire le plus court
chemin s’appuyant sur la valeur des arcs et ainsi obtenir notre distance ge´ode´sique.
3.5 Recherche du plus court chemin
Nous avons donc de´fini un graphe associe´ a` l’identification d’une varie´te´ correspon-
dant au signal en cours de traitement. Nous nous sommes assure´s que ce graphe ve´rifie les
conditions voulues et en particulier la syme´trie pour qu’a` partir de ce graphe la de´finition
3.4.7 soit satisfaite et ainsi que soit possible le calcul des distances ge´ode´siques. Cette
de´finition se traduit dans les faits, toujours a` partir de notre graphe value´ de manie`re
ade´quate, par la recherche du plus court chemin selon l’algorithme de E. Dijkstra [27].
Nous allons pre´senter cet algorithme et proposer diffe´rentes modifications dans les condi-
tions d’arreˆt afin de permettre une adaptation aux contraintes lie´es a` la transforme´e en
lifting que nous utilisons (contraintes exprime´es a` la section 3.1).
Nous allons a` partir de maintenant conside´rer que notre graphe est non oriente´ :
nous utiliserons donc E a` la place de A. La recherche du plus court chemin entre deux
e´le´ments d’un graphe s’effectue en construisant un arbre couvrant de G(X,E) ve´rifiant
une contrainte menant a` notre distance.
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3.5.1 Arbres couvrants
L’algorithme peut se de´finir comme la construction d’un arbre a` partir d’un sommet
initial xi (l’un des sommets implique´s dans la distance ge´ode´sique en cours de calcul) et
aboutissant a` l’ensemble des chaˆınes e´le´mentaires de poids minimum reliant ce sommet a`
tous les autres sommets de la meˆme composante connexe du graphe.
De´finition 3.5.1 Un arbre est un graphe connexe et acyclique.
En partant de cette de´finition nous pouvons e´noncer plusieurs proprie´te´s, telles que
la relation entre le nombre de sommets N (cardinal de S) et d’areˆtes M qui veut que
M = N − 1, ou bien le fait qu’il existe au moins deux sommets de degre´ 1 (de plus
amples de´tails dans le livre de Fournier [36]). Une des proprie´te´s nous montre le lien
direct qui s’ope`re entre les arbres et les plus courts chemins : dans un arbre, deux sommets
quelconques sont relie´s par une chaˆıne e´le´mentaire unique. L’arbre peut eˆtre vu comme la
construction simultane´e d’un ensemble de chaˆınes e´le´mentaires reliant le sommet initial
de la construction aux autres sommets de l’arbre. L’ide´e est de faire en sorte que cette
construction s’effectue pour des chaˆınes correspondant e´galement au plus court chemin
entre le sommet initial de la construction de l’arbre et les autres sommets de l’arbre.
De´finition 3.5.2 Une foreˆt est un graphe acyclique.
La signification de cette simple de´finition implique que les composantes connexes
du graphe acyclique formant la foreˆt ne sont ni plus ni moins que des arbres. Cette
de´nomination tre`s intuitive nous permet d’entrevoir la configuration des arbres que nous
pourrions construire a` partir notre graphe. En effet, l’espace topologique que nous identi-
fions ne garantit en rien la connexite´ du graphe. Nous pouvons tre`s probablement eˆtre en
pre´sence de diffe´rentes composantes connexes et donc d’une foreˆt et non d’un seul arbre.
De´finition 3.5.3 Un arbre couvrant d’un graphe G est un graphe partiel de G qui est un
arbre.
Un graphe partiel deG(X,E) est un sous-grapheH(Y,F ) couvrant (c’est a` dire tel que
Y =X). Notre arbre correspond donc a` un sous-graphe contenant l’ensemble des sommets
du graphe et n−1 areˆtes ve´rifiant la connexite´ des sommets. Une foreˆt forme´e uniquement
d’arbres couvrants, qui de plus contient tous les sommets du graphe ”a` couvrir”, est alors
une de´composition en composantes connexes sous la forme d’arbres.
La de´termination de la distance ge´ode´sique prend en compte la notion d’arbre cou-
vrant : la distance n’aura de sens que pour des e´le´ments de la varie´te´ se situant dans une
meˆme composante connexe. Dans le cas contraire, l’algorithme ne pourra pas construire
un arbre incluant le sommet vise´ et par conse´quent, une fois la composante connexe
”couverte”, si le sommet n’est pas atteint, nous conside´rerons la distance infinie.
Nous avons donc maintenant de´fini l’objet que nous allons construire pour calcu-
ler les distances ge´ode´siques. Il nous reste a` proposer une contrainte accompagnant la
construction afin que les chaˆınes e´le´mentaires uniques le constituant correspondent au
plus court chemin entre les sommets extre´mite´s de la chaˆıne. Nous allons donc introduire
cette contrainte a` travers la pre´sentation de l’algorithme de Dijkstra.
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3.5.2 Algorithme de recherche
Cette partie correspond a` la solution que propose Dijkstra dans l’article [27] pour
re´soudre la recherche des plus courts chemins. Notre graphe e´tant devenu par syme´trisation
un graphe strict, value´, non oriente´, nous utiliserons l’ensemble des areˆtes E plutoˆt que
celui des arcs A. Soit Gac(Xac,Eac, xi) notre arbre couvrant d’une composante connexe
Xcc(xi) ⊂ X re´sultat de la recherche mene´e sur le graphe G(X,E) et initie´e a` partir du
sommet xi ∈ X tel que, quelque soit x ∈ Xcc(xi) la chaˆıne e´le´mentaire unique c reliant xi
a` x ve´rifie : dg(φ(xi), φ(x)) = ψ(c).
Pour mener la recherche, nous allons nous appuyer sur le fait que si il existe x′ ∈Xcc(xi)
un e´le´ment du plus court chemin reliant xi a` x, alors la connaissance du plus court chemin
reliant xi a` x implique la connaissance du plus court chemin de xi a` x′. L’ide´e est donc
de construire les plus courts chemins issus de xi dans l’ordre croissant selon ψ jusqu’a`
ce que l’arbre connecte xi a` x. Pour cela Dijkstra pre´conise de se´parer les sommets de la
composante connexe en trois ensembles :
– Les sommets de Xac ;
– Les sommets de Xcand ⊂ Xcc(xi) candidats a` l’arbre couvrant : ils sont relie´s a` l’un
des sommets de Xac par une areˆte ;
– Xr =Xcc(xi)/(Xac ∪Xcand) le reste des sommets qui n’ont pas encore e´te´ traite´s.
Ces trois ensembles symbolisent le changement de statut des sommets durant la
construction de l’arbre couvrant puisqu’il y a les sommets pour lesquels nous pouvons
associer un plus court chemin, les sommets pour lesquels nous avons un chemin qu’il nous
reste a` confirmer e´tant donne´ qu’il est encore possible d’en trouver un plus court, et les
sommets que nous n’avons pas encore connecte´s a` xi. De la meˆme fac¸on les areˆtes formant
ces chemins sont classe´es dans trois ensembles diffe´rents :
– Les areˆtes de Eac constituant l’arbre couvrant ;
– Les areˆtes de Ec connectant les sommets candidats a` l’arbre : si une extre´mite´ de
l’areˆte appartient a` Xac l’autre appartient a` Xcand ;
– Le reste des areˆtes Er comprenant l’ensemble des areˆtes e´limine´es durant la construc-
tion de l’arbre et les areˆtes qu’il reste a` tester.
Pour des raisons pratiques, les sommets de Xac sont accompagne´s de la valeur du che-
min qui les relie a` xi. De meˆme chaque sommet de Xcand est associe´ a` la valeur du chemin
le reliant a` xi. Cela permet des calculs plus rapides puisque, pour les sommets candidats,
nous calculons la valeur du chemin en ajoutant la valeur de l’areˆte correspondante dans
Ec.
L’algorithme se de´roule en deux e´tapes que nous allons re´pe´ter jusqu’a` ce que x appar-
tienne a` Xac ou jusqu’a` ce que tous les sommets de la composante connexe appartiennent
a` Xac.
Dans l’e´tat initial, tous les sommets sont dans Xr, et toutes les areˆtes sont dans Er.
Nous de´butons la construction de l’arbre en transfe´rant xi de Xr a` Xac associe´ a` un
chemin de valeur e´gale a` 0. Ensuite nous re´pe´tons les deux e´tapes suivantes, en conside´rant
a` chaque fois xn le nouveau sommet ajoute´ a` Xac :
1. Nous conside´rons l’ensemble des areˆtes dont xn est une extre´mite´ et connectant a`
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Xac des sommets de Xcand ou Xr. Dans le cas ou` l’areˆte connecte xn a` un sommet
xc ∈ Xcand, nous ve´rifions si le nouveau chemin passant par xn est plus court que
celui de´ja` associe´ a` xc (puisqu’il est candidat). Si il est plus long nous e´liminons
l’areˆte, sinon le nouveau chemin remplace l’ancien pour xc (l’areˆte de Ec connectant
xi a` xc e´tant e´limine´e). Enfin si l’areˆte connecte xn a` un e´le´ment de Xr celui-ci est
transfe´re´ a` Xcand et l’areˆte a` Ec.
2. Nous extrayons le sommet de xmin ∈Xcand associe´ a` la plus faible valeur du chemin
qui lui est associe´. xmin est transfe´re´ de Xcand a` Xac, l’areˆte de Ec dont xmin est
candidat est transfe´re´e a` Eac et xn ← xmin. On reprend a` l’e´tape 1.
Nous obtenons une complexite´ pour la construction qui dans le pire des cas (le graphe
est connexe et les deux e´le´ments mesure´s sont les plus e´loigne´s du graphe) correspond a`
O(N logN +M) avec N le nombre de sommets et M le nombre d’areˆtes.
Comme nous l’avons pre´cise´ pre´ce´demment, nous arreˆtons lorsque l’arbre atteint le
sommet qui nous inte´resse ou` lorsqu’il a entie`rement couvert la composante connexe.
Nous allons a` pre´sent introduire des e´le´ments particuliers sur les conditions d’arreˆt en
lien avec les traitements que nous effectuerons par la suite pour notre transforme´e en
ondelettes.
3.5.3 Conditions d’arreˆt
Pour la suite nous aurons besoin de la distance ge´ode´sique d’un e´le´ment central a`
quatre autres e´le´ments dans S. Ce choix des e´le´ments correspond aux caracte´ristiques
du sche´ma de lifting (voir section 3.6.1) : notre e´le´ment central sera par exemple un
e´le´ment en cours de pre´diction et les quatre autres e´le´ments, les e´chantillons de parite´
oppose´e servant a` ce calcul. Nous allons donc profiter du fait que l’arbre couvrant permet
le calcul simultane´ de la distance a` ces quatre voisins. Ce qui veut dire qu’une premie`re
modification de notre algorithme va eˆtre de prendre en compte cette recherche multiple
durant la construction de l’arbre en de´finissant une condition d’arreˆt imposant d’avoir
trouve´ les quatre distances avant d’arreˆter la propagation de l’arbre.
Une deuxie`me modification de l’algorithme sera de prendre en charge les composantes
connexes avant meˆme de commencer le calcul d’une distance entre deux e´le´ments. En effet,
si les deux e´le´ments ne sont pas dans la meˆme composante connexe, nous conside´rons
la distance infinie et nous excluons le sommet correspondant dans la construction de
l’arbre. Ce cas de figure est avantageux en terme de calcul parce que l’identification
des composantes connexes est relativement peu couˆteuse et unique pour le graphe (cette
de´composition ne doit pas eˆtre reconstruite pour chaque nouveau sommet comme l’arbre
couvrant).
Pour limiter la complexite´ finale (O(N2 logN+MN) dans le pire des cas) nous pouvons
faire une concession sur l’exactitude de la distance ge´ode´sique : au-dela` d’un certain seuil
nous conside´rons que la distance est e´gale a` ∞ et arreˆtons la recherche. Cela limite la
zone de recherche a` un certain pe´rime`tre et restreint le nombre d’e´le´ments teste´s dans
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le pire des cas. Par contre, plus nous utilisons un seuil faible, plus nous appauvrissons
l’information apporte´e par la distance ge´ode´sique.
3.5.4 Distances a` l’e´chantillon central
Afin d’illustrer le comportement du calcul des distances ge´ode´siques, nous proposons
de construire une repre´sentation des distances de tous les pixels d’une image a` son pixel
central. Pour repre´senter cette distance nous proposons d’utiliser une fonction quantifiant
les valeurs des distances en les ramenant a` l’intervalle J0,255K par un modulo.
(a) (b) (c)
Figure 3.11: Exemple des distances ge´ode´siques des pixels au centre de l’image Peppers. Les
distances sont obtenues a` partir d’une topologie correspondant a` un graphe k plus proches
voisins. (a) Pour k = 4. (b) Pour k = 8. (c) Pour k = 16.
Si nous reprenons la comparaison de Cohen L. D. [22] (section 3.2.1), nous pouvons
assimiler les plus courts chemins a` la propagation de la lumie`re dans un milieu non uni-
forme. Les ensembles de pixels associe´s a` une meˆme valeur sont donc les fronts d’ondes
de cette propagation : le passage de 255 a` 0, conse´quence de l’utilisation de l’ope´rateur
de modulo, est la version la plus visible de ce front d’onde. Nos images sont des milieux
non homoge`nes de propagation d’une onde.
Nous voyons avec l’exemple de l’image Peppers de la figure 3.11 que ce front d’onde
s’ave`re de plus en plus re´gulier, et son de´placement de plus en plus ”rapide” si l’on
augmente le nombre de plus proches voisins a` l’origine de la topologie : plus k augmente,
plus le front d’onde (passage blanc-noir) se propage rapidement du centre vers l’exte´rieur
de l’image.
De meˆme avec les images Mandrill (figure 3.12) et Splash (figure 3.13), nous constatons
le meˆme effet en fonction du nombre de voisins recherche´s.
Nous constatons a` travers ces trois exemples que la texture a pour conse´quence des
fronts d’ondes beaucoup moins re´guliers que dans les zones uniformes et que les frontie`res
de l’image produisent des phe´nome`ne de ”diffraction” : le front d’onde d’une zone est
parfois concentrique sur un pixel diffe´rent du pixel central (choix du de´part de la propa-
gation dans nos exemples), seul passage conce´de´ par le contours dans une zone donne´e.
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(a) (b) (c)
Figure 3.12: Exemple des distances ge´ode´siques des pixels au centre de l’image Mandrill. Les
distances sont obtenues a` partir d’une topologie correspondant a` un graphe k plus proches
voisins. (a) Pour k = 4. (b) Pour k = 8. (c) Pour k = 16.
(a) (b) (c)
Figure 3.13: Exemple des distances ge´ode´siques des pixels au centre de l’image Splash. Les
distances sont obtenues a` partir d’une topologie correspondant a` un graphe k plus proches
voisins. (a) Pour k = 4. (b) Pour k = 8. (c) Pour k = 16.
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La conse´quence sur le front d’onde est que parfois celui-ci est tre`s en retard lorsqu’il passe
d’un pixel a` son voisin (voisin par rapport au maillage) situe´ de l’autre coˆte´ de la frontie`re.
Enfin nous constatons que plus notre topologie comprend de voisins, moins nos dis-
tances ge´ode´siques tiennent compte des singularite´s de l’image. Nous pouvons explici-
ter cette ide´e a` partir d’un cas simpliste de topologie. Si le nombre de voisins calcule´
pour obtenir la topologie e´tait e´gal au nombre d’e´le´ments dans l’ensemble moins un (le
graphe associe´ a` la topologie correspondant dans ce cas a` un graphe complet) la distance
ge´ode´sique serait e´quivalente a` la distance euclidienne. Ce type de topologie reviendrait
a` ignorer comple`tement la forme de la varie´te´ : les arcs ge´ode´siques ne de´pendent plus
de la configuration globale de l’ensemble puisqu’ils correspondent a` des segments reliant
directement les deux droites dans l’espace de plongement.
A` partir de ces exemples nous constatons que nous avons une me´thode rapide pour
construire sur un signal e´chantillonne´ re´gulie`rement, une topologie adapte´e au signal vue
en tant que varie´te´. De cette topologie nous proposons d’exploiter l’algorithme de Dijkstra
afin d’obtenir la distance entre e´chantillons fonction de la ge´ome´trie de l’image. Nous avons
donc tous les e´le´ments pour mettre en oeuvre notre de´composition adaptative.
3.6 Mise en oeuvre de la transforme´e
Nous allons dans cette partie de´finir les aspects se rapportant a` la mise en oeuvre de
notre sche´ma de lifting.
3.6.1 De´cimation par treillis quinconces
La de´cimation des images a` partir de deux treillis quinconces entrelace´s est de´finie par
Gouze A. et al. [37]. L’inte´reˆt principale est de permettre une de´cimation par 2 et non
par 4 de l’ensemble des e´chantillons. Elle est en fait plus adapte´e a` des transforme´es de
type ge´ome´trique en partie pour la division par 2 du nombre de coefficients offrant une
plus grande pre´cision dans la monte´e en e´chelle et e´galement parce que dans leurs concep-
tions, les sche´mas de lifting associe´s a` cette de´cimation ne privile´gient pas de directions
particulie`res, si ce n’est par la prise en compte de la ge´ome´trie comme dans le cadre de la
transforme´e de´finie par Chappelier V. et al. [18]. En effet, les sche´mas associe´s s’appuient
sur une pre´diction ou une mise a` jour impliquant tous les voisins de l’e´chantillon en cours
de calcul.
La figure 3.14 illustre deux treillis quinconces successifs. Nous remarquons en parti-
culier que pour un e´chantillon de l’e´chelle paire, au centre de la figure, les plus proches
voisins sont les 1-voisins de´finis par les fle`ches. Les sche´mas de lifting compatibles avec
ce type de de´cimation sont, par exemple, conc¸us pour prendre en compte l’ensemble de
1-voisins lors de la pre´diction ou de la mise a` jour dans le sche´ma. Il existe e´galement des
sche´mas plus complexes prenant en compte des e´le´ments au dela` des 1-voisins, mais nous
nous limiterons dans notre cas aux 1-voisins.
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(a) (b)
Figure 3.14: Deux treillis quinconces entrelace´s d’une image avec (a) les treillis d’une e´chelle
paire et (b) les treillis d’une e´chelle impaire.
Nous avons de´fini un sche´ma base´ sur le sche´ma traduisant la fonction d’ondelette de
Haar et sur un e´chantillon virtuel correspondant a` la valeur du barycentre des 1-voisins
de l’e´chantillon (de vecteur de coordonne´es ce) en cours de calcul. Si nous de´finissons
l’ensemble de vecteurs de coordonne´es des 1-voisins par V (ce) = {ce+(1,0), ce+(0,1), ce+(−1,0), ce + (0,−1)} nous obtenons notre barycentre adapte´ a` ce type de de´cimation :
bce =
1
k(ce) ∑cv∈V (ce)
xcv
dg(ce, cv) (3.12)
Avec notre de´nominateur :
k(ce) = ∑
cv∈V (c,e)
1
dg(ce, cv) (3.13)
Notre barycentre bce (de´fini par les formules (3.12) et (3.13)) exprime le barycentre
classique que nous pouvons rencontrer en ge´ome´trie euclidienne si nous conside´rons que
nos valeurs, qui ne sont autres que les valeurs des e´chantillons, sont les vecteurs positions
de notre espace euclidien (en l’occurrence Rnv) et 1
dg(ce,cv) le poids correspondant a` chaque
position. A` noter que nous employons seulement Rnv et non S dans nos sche´mas de lifting
car nous souhaitons, pour des raisons de simplicite´, garder le maillage re´gulier au fur et a`
mesure de notre monte´e en e´chelle.
E´tant donne´ l’utilisation de la distance ge´ode´sique (dg(ce, cv)) dans notre sche´ma,
nous devons a` chaque e´chelle reconstruire le graphe des k plus proches voisins et mesurer
les diffe´rentes distances ge´ode´siques utiles a` la transforme´e. En effet, la transforme´e en
ondelettes, meˆme adaptative, ne peut garantir la conservation de la topologie au fur et a`
mesure de la monte´e en e´chelle. Les coefficients d’ondelettes ou d’e´chelles, de la premie`re
e´chelle par exemple, sont chacun construits a` partir d’un ensemble d’e´chantillons. La
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topologie identifie´e a` une e´chelle semble donc difficile a` assimiler directement a` l’e´chelle
supe´rieure. Nous recalculons donc notre topologie a` chaque e´chelle.
Nous avons donc notre sche´ma de lifting nous permettant de construire une trans-
forme´e en ondelettes ge´ome´triques adaptatives a` e´chantillonnage critique. Nous allons
maintenant de´finir la fac¸on dont nous allons prendre en charge la confrontation du sup-
port de l’image avec nos fonctions d’ondelettes.
La gestion du support borne´ de l’image a` partir de ce sche´ma, se fait sans pe´riodisation,
ni syme´trisation du signal. Nous avons au cours de la de´finition de la distance ge´ode´sique,
mis en e´vidence l’e´mergence de composantes connexes. Ces composantes conduisent a`
une distance infinie impliquant l’absence de prise en compte de l’e´chantillon associe´ a`
cette distance dans l’e´tape de pre´diction ou de mise a` jour. Ce me´canisme d’exclusion
des e´chantillons n’appartenant pas au meˆmes composantes connexes est e´galement le
me´canisme de prise en charge du support de l’image. Tout ”voisin” de l’e´chantillon en
cours de calcul, qui se situerait en dehors du support de l’image, se verrait attribuer une
distance ge´ode´sique infinie.
Nous allons proposer maintenant une version non de´cime´e de la transforme´e en vue
d’application de restauration.
3.6.2 Transposition de l’algorithme a` trous
Nous allons appliquer notre transforme´e pour des applications de restauration d’image.
Nous proposons donc une version non de´cime´e de notre transforme´e. Ce proble`me est
e´tudie´ par [44] dans le cadre du lifting 1D. L’ide´e est de re´interpre´ter les e´tapes de
pre´diction et de mise a` jour pour prendre en compte le fait que les e´chantillons ne sont
plus se´pare´s par l’e´tape de l’ondelette paresseuse et e´galement que nous devons prendre en
compte l’augmentation du support de la fonction traduite par le sche´ma de lifting. Pour
rappel cette augmentation du support est effectue´e en extrapolant la fonction initiale (de
la premie`re e´chelle). Cette extrapolation s’effectue en doublant a` chaque monte´ en e´chelle
la taille du support : la position i d’un coefficient de la fonction devient 2i.
Dans le cadre de notre transforme´e applique´e a` des images dont la de´cimation s’appuie
sur des treillis quinconces, l’adaptation du sche´ma de lifting est relativement simple.
E´tant donne´ notre sche´ma de lifting, les seuls e´le´ments influence´s par l’extrapolation
des fonctions d’ondelette et d’e´chelle seront les e´chantillons permettant la construction du
barycentre. Extrapoler le barycentre reviendra simplement a` extrapoler les coordonne´es
des e´chantillons implique´es dans le calcul.
La figure 3.15 (a) illustre notre voisinage V (ce) que nous avons de´fini a` la section
3.6.1 (ce e´tant les coordonne´es de notre e´chantillon en cours de calcul). La figure 3.15 (b)
illustre le voisinage que nous allons de´finir pour l’e´chelle suivante. Nous allons maintenant
passer a` une formulation de ce voisinage prenant en compte l’extrapolation de la fonction
d’e´chelle ou d’ondelette traduite par le sche´ma de lifting. Pour cela nous allons utiliser
les parties re´els R et imaginaires I de fonctions de´finies de N dans C. Nous allons nous
appuyer sur la fonction ε traduisant la rotation et la dilatation associe´es a` la monte´e en
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(a) (b)
Figure 3.15: Positions (illustre´es par les fle`ches) des e´chantillons implique´s dans le calcul du
barycentre pour (a) la premie`re e´chelle de la transforme´e et (b) la deuxie`me e´chelle de la trans-
forme´e.
e´chelle (n ∈ N) :
ε(n) = (2eipi2 )n2
Pour ne pas alourdir la de´finition de Vn nous utiliserons la notation V . Elle correspondra
a` une fonction V ∶ C ↦ R ×R qui, a` un complexe c, associe le vecteur construit a` partir
de ses parties re´els et imaginaires, tel que :
V(c) ↦ (R(c),I(c))
Nous allons a` partir de ε et de la fonction V de´finir les positions des e´le´ments partici-
pant au barycentre de l’e´chantillon de coordonne´es ce en cours de calcul :
Vn(ce) = {ce + V(ε(n)), ce + V(ε(n)eipi2 ), ce + V(ε(n)eipi), ce + V(ε(n)e3ipi2 )} (3.14)
Nous avons donc une de´finition de notre barycentre, dans le cadre de notre transforme´e,
adapte´ a` l’algorithme a` trous et toujours compatible avec les maillages quinconces entre-
lace´s. Nous remarquons que cette formulation de´finit bien les e´chantillons pointe´s par les
fle`ches dans la figure 3.15 (a) pour V0(ce) et dans la figure 3.15 (b) pour V1(ce) en prenant
ce les coordonne´es du ”pixels” au centre.
Cette adaptation de la transforme´e a` une version non de´cime´e induit que nous tra-
vaillons, pour chaque bande d’une e´chelle donne´e, sur plusieurs treillis entrelace´s corres-
pondant aux 2ne diffe´rentes versions translate´es de la transforme´e a` une e´chelle donne´e,
avec ne l’e´chelle en cours. Cela signifie qu’il ne faut pas conside´rer que les coefficients
des diffe´rents treillis correspondent a` la meˆme varie´te´. Nous devons prendre en charge cet
aspect notamment lors de la construction de la topologie de la bande de fre´quence basse a`
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une e´chelle donne´e. Pour cela nous appliquons un isolement pre´alable des diffe´rents treillis
afin d’interdire qu’un e´le´ment d’un treillis donne´ soit le voisin, par le graphe des k plus
proches voisins, d’un e´le´ment d’un autre treillis.
Nous avons de´fini ainsi l’ensemble des choix que nous avons mis en oeuvre dans notre
transforme´e que nous appellerons par la suite ondelettes ge´ode´siques. Le but e´tant de
servir au mieux l’objectif d’une transforme´e en ondelettes ge´ome´triques adaptatives. Nous
allons maintenant e´tudier diffe´rentes applications pour illustrer le comportement de la
transforme´e.
3.7 Comportement de la transforme´e
Nous avons fixe´ a` quatre le nombre de plus proches voisins utilise´s pour rede´finir la
topologie de l’image. Ce choix s’appuie a` la fois sur les tests de la construction du graphe
de k plus proche voisins et de la distance qui en de´coule et sur l’ide´e que nous souhai-
tons profiter du comportement particulier de cette distance. Nous souhaitons notamment
utiliser l’e´mergence de composantes connexes sans pour autant avoir trop de pixels isole´s
(pixels formant a` eux seuls une composante connexe a` part entie`re).
Afin d’illustrer le comportement de notre transforme´e nous allons maintenant e´tudier
une application qui met en e´vidence la part de la ge´ome´trie dans le comportement de la
transforme´e : la reconstruction partielle.
Nous allons donc, comme pour la transforme´e en bandelettes, tester l’application de
reconstruction partielle afin de ve´rifier le comportement de la transforme´e face a` une
limitation de l’information disponible pour la reconstruction de l’image. Pour rappel,
nous trions l’ensemble des coefficients d’ondelette, toutes e´chelles confondues, en fonction
de leur e´nergie. Nous ne gardons que les n premiers coefficients (coefficients de plus forte
e´nergie) en fonction d’un pourcentage fourni en parame`tre. Nous avons choisi d’illustrer
ce comportement avec deux images. Splash qui est tre`s peu texture´e et Mandrill qui est
tre`s texture´e.
La reconstruction partielle de la figure 3.16 indique de tre`s bons re´sultats (une ame´liora-
tion de 8 en PSNR par rapport aux ondelettes classiques) et montre l’inte´reˆt que peut
offrir l’utilisation de notre transforme´e en ondelettes pour des images qui ne posse`dent
pas trop de texture. Nous remarquons notamment l’absence d’effet de Gibbs, et meˆme la
conservation du reflet que les ondelettes classiques ont comple`tement supprime´ (en bas a`
droite dans l’image). Il serait meˆme encourageant pour envisager des applications de co-
dage si nous ne nous appuyions pas sur une ge´ome´trie aussi pre´cise. En effet, chaque pixel
est associe´ a` quatre distances, ce qui est plus contraignant en terme de codage que l’image
elle-meˆme. Il serait inte´ressant d’e´tudier a` l’avenir des moyens de re´sumer cette ge´ome´trie
pour n’en garder que l’essentiel. Cela pourra se faire en quantifiant l’information, en iden-
tifiant les pixels de zones uniformes peu influence´s par les distances ge´ode´siques dans leur
prise en compte par la transforme´e, ou d’autres mode´lisations de la ge´ome´trie de l’image
qui pourraient mener a` une distance ge´ode´sique moins pre´cise mais suffisante pour de´finir
des ponde´rations correctes dans notre sche´ma.
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Image Ondelettes ge´ode´siques Ondelettes se´parables
40.98 32.65
Figure 3.16: Reconstruction partielle de l’image Splash par ondelettes ge´ode´siques et ondelettes
se´parables avec 1% des coefficients d’ondelettes. Le PSNR correspondant est indique´ sous chaque
reconstruction.
Image Ondelettes ge´ode´siques Ondelettes se´parables
20.908 21.583
Figure 3.17: Reconstruction partielle de l’image Mandrill par ondelettes ge´ode´siques et onde-
lettes se´parables avec 1% des coefficients d’ondelettes. Le PSNR correspondant est indique´ sous
chaque reconstruction.
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Le deuxie`me test de reconstruction partielle illustre´ sur la figure 3.17 que nous pro-
posons plaide moins en faveur de notre transforme´e et montre probablement les limites
des approches ge´ome´triques. Du fait de la pre´sence de texture en lien avec la suppression
de 99% des coefficients d’ondelettes, plus assez de de´tails sont conserve´s pour permettre
la restitution de toutes les ”zones uniformes” de l’image. Le de´faut de cette transforme´e
est qu’en isolant chaque zone, elle la rend tre`s fortement de´pendante des coefficients co-
dant spe´cifiquement cette zone. Si ces coefficients disparaissent, la zone est partiellement
fausse´e. C’est e´galement ce me´canisme qui permet d’obtenir un tre`s bon respect des sin-
gularite´s. Un juste milieu serait peut eˆtre plus approprie´ pour le codage des images alors
qu’une ge´ome´trie trop pre´cise peut eˆtre handicapante. En particulier, il serait inte´ressant
de modifier la ge´ome´trie pour qu’elle ignore les composantes connexes qui ne font qu’un
seul pixel ou plus.
L’exemple 3.17 nous ame`ne une autre re´flexion concernant l’apparition de fausses
couleurs de manie`re assez importante dans l’image. De par l’utilisation d’un centre de
gravite´, la normalisation du filtre est assure´e sur le mode`le du filtre CDF (2, 2).
Nous avons donc, avec ces deux exemples, deux cas de figures menant a` un comporte-
ment contradictoire de la transforme´e en ondelettes ge´ode´siques. Mais le re´sultat sur une
image avec peu de texture est tre`s encourageant. Nous allons maintenant donner rapide-
ment deux re´sultats, toujours pour illustrer le comportement de la transforme´e, en lien
avec la prise en compte de la ge´ome´trie.
Intervertir les ge´ome´tries
Pour ce test nous allons tout simplement effectuer la transforme´e en ondelettes ge´ode´si-
ques sur deux images de meˆme format et reconstruire ces images en intervertissant les
ge´ome´tries.
Figure 3.18: L’image synthe´tique Damier qui va servir a` nos tests.
Afin de mettre en valeur l’influence de la ge´ome´trie dans le processus de test, nous
avons donc construit une image tre`s simple de damier (figure 3.18). Elle fera e´merger deux
composantes connexes de par la prise en compte de la ge´ome´trie (les cases blanches pour
l’une et les cases noires pour l’autre).
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(a) (b)
Figure 3.19: Image de Damier et l’image re´elle Splash de notre premier test. (a) Utilisation de
la ge´ome´trie de l’image Splash et des coefficients d’ondelettes de l’image Damier. (b) Utilisation
de la ge´ome´trie de l’image Damier et des coefficients d’ondelettes de l’image Splash.
Dans la figure 3.19 nous avons inte´gre´ la ge´ome´trie de l’image Splash aux coefficients
de l’image Damier et inversement. Nous constatons dans les deux cas que les coefficients
d’ondelettes conservent une partie de la structuration de l’image du fait de la position
des coefficients. Ne´anmoins, sans la ge´ome´trie, les coefficients ne suffisent plus a` de´finir
l’image. Nous voyons par exemple dans l’une des cases du damier 3.19 (b) que si nous
prenons la reconstruction de Splash, le contour est dilue´.
(a) (b)
Figure 3.20: Zooms correspondant a` une case du damier. (a) Zoom applique´ a` l’image Splash.
(b) L’image mixant coefficients d’ondelettes de l’image Splash et ge´ome´trie de l’image Damier.
Nous voyons avec les parties de l’image Splash (image 3.19 (b)) que nous avons, avec
une ge´ome´trie de zones uniformes, comple`tement perdu la pre´cision de la localisation des
contours. De par l’utilisation de la ge´ome´trie de l’image Damier, cette localisation des
contours est trompe´e au point de comple`tement me´langer les donne´es de part et d’autre
du contour. Nous retrouvons ce phe´nome`ne dans l’image 3.20 (b) : les couleurs qui dans
l’image 3.20 (a) se trouvaient de part et d’autre du contour se retrouve ici me´lange´es.
L’image 3.21 est un autre exemple intervertissant cette fois la ge´ome´trie des images
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(a) (b)
Figure 3.21: Image de Damier et l’image re´elle Mandrill de notre premier test. (a) Utilisation de
la ge´ome´trie de l’image Splash et des coefficients d’ondelettes de l’image Damier. (b) Utilisation
de la ge´ome´trie de l’image Damier et des coefficients d’ondelettes de l’image Mandrill.
Damier et Mandrill. Nous voyons encore une fois que la localisation des coefficients permet
de reconnaˆıtre l’image dont nous utilisons les coefficients pour la reconstruction mais que
c’est la ge´ome´trie qui permet de pre´cise´ment de´finir les singularite´s.
Nous avons donc a` partir de ces quelques re´sultats une ide´e de la part des coefficients
d’ondelettes et de la ge´ome´trie dans la description de nos images a` partir de la trans-
forme´e en ondelettes ge´ode´siques. Nous allons maintenant pre´senter les applications en
restauration d’image.
3.8 Application a` la restauration d’image
Nous allons, comme dans le cas de la transforme´e en Bandelettes, confronter la trans-
forme´e ge´ode´sique aux applications de restauration d’image pour le de´bruitage et la sup-
pression d’effet de blocs.
3.8.1 Application au de´bruitage
Le de´bruitage que nous proposons s’appuie sur la version non de´cime´e de la transforme´e
que nous avons de´crite a` la section 3.6.2 avec la meˆme estimation du seuil que pour
la transforme´e en ondelettes se´parables. Cette estimation s’appuie sur l’e´cart-type des
coefficients d’ondelettes a` la premie`re e´chelle. Le seuillage que nous avons choisi dans le
cadre de cette application est le seuillage dur.
Nous allons tout d’abord discuter nos re´sultats a` partir des images Metaballs (image
synthe´tique), Splash (image re´elle peu texture´e) et Mandrill (image re´elle texture´e). Nous
finirons par un ensemble de tests que nous de´taillons dans les tableaux 3.2, 3.3, 3.1.
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(a) (b) (c)
Figure 3.22: De´bruitage sur l’image Metaballs. (a) L’image bruite´e. (b) Transforme´e en onde-
lettes se´parables non de´cime´e PSNR = 24.1155 dB. (c) Transforme´e en ondelettes ge´ode´siques
PSNR = 23.2342 dB.
La premie`re image teste´e Metaballs (figure 3.22) conduit a` des re´sultats plutoˆt en
faveur de la transforme´e en ondelettes classiques : la transforme´e en ondelettes ge´ode´siques
fait apparaˆıtre des points sur les zones uniformes un peu a` la manie`re d’un bruit poivre
et sel.
(a) (b) (c)
Figure 3.23: De´bruitage sur l’image Splash. (a) L’image bruite´e. (b) Transforme´e en ondelettes
se´parables non de´cime´e PSNR = 26.6779 dB. (c) Transforme´e en ondelettes ge´ode´siques PSNR
= 25.6909 dB.
L’image Splash (figure 3.23) donne les meˆmes re´sultats que pour l’image pre´ce´dente.
Nous remplac¸ons un bruit blanc gaussien par un bruit poivre et sel. La conservation
des contours est par contre meilleure si l’on conside`re l’absence totale d’effets de Gibbs
(frontie`re blanc/rouge de la goutte pas toujours nette pour le re´sultat avec la transforme´e
en ondelettes non de´cime´e).
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(a) (b) (c)
Figure 3.24: De´bruitage sur l’image Mandrill. (a) L’image bruite´e. (b) Transforme´e en onde-
lettes se´parables non de´cime´e PSNR = 22.5679 dB. (c) Transforme´e en ondelettes ge´ode´siques
PSNR= 22.2667 dB.
L’image Mandrill (figure 3.24) conduit encore une fois a` un bruit poivre et sel dans le
cadre du de´bruitage par ondelettes ge´ode´siques et encore une fois les contours sont mieux
conserve´s (la frontie`re tre`s marque´e de´limitant le nez ne souffre pas de l’effet de Gibbs).
(a) (b) (c)
Figure 3.25: De´bruitage avec augmentation de seuil sur l’image Splash. (a) L’image bruite´e.
(b) Transforme´e en ondelettes se´parables non de´cime´e PSNR = 26.6779 dB. (c) Transforme´e en
ondelettes ge´ode´siques PSNR = 28.3384 dB.
Encore une fois nous avons multiplie´ le seuil en conside´rant que la meilleure conser-
vation des contours nous permet de supprimer un peu plus de coefficients. Nous pouvons
voir avec le re´sultat sur l’image Splash (figure 3.25) que nous avons, graˆce a` cela, une
ame´lioration de la qualite´ visuelle puisque nous diminuons le bruit poivre et sel restant
apre`s restauration tout en conservant les contours pre´serve´s de l’effet de Gibbs.
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(a) (b) (c)
Figure 3.26: De´bruitage avec augmentation de seuil sur l’image Mandrill. (a) L’image bruite´e.
(b) Transforme´e en ondelettes se´parables non de´cime´e PSNR = 22.5679 dB. (c) Transforme´e en
ondelettes ge´ode´siques PSNR = 20.773 dB.
Le re´sultat obtenu sur l’image Mandrill (figure 3.26) est quand a` lui moins convaincant
au niveau de la qualite´ visuelle et du PSNR. La restauration permet bien de supprimer
le bruit et conserve les contours. Par contre elle supprime l’essentiel de la texture. Il y a
dans ce cas une confusion pour notre transforme´e entre le bruit et la texture. Le re´sultat
obtenu sans multiplication est pour le coup meilleur si on privile´gie la conservation de la
texture.
Les re´sultats de de´bruitage par ondelettes ge´ode´siques pre´sente´s dans les tableaux qui
suivent sont tous obtenus avec une multiplication du seuil par 1.2 afin de tester la prise
en compte de la ge´ome´trie.
Les re´sultats de la premie`re base d’images (tableau 3.1) ne sont pas meilleurs : ils sont
re´gulie`rement infe´rieurs et les ame´liorations ne de´passent jamais 1dB. Nous expliquons
cela par le type de motifs qui se preˆte mal a` notre transforme´e. De plus, l’ensemble de la
base est constitue´e d’image en niveaux de gris : nous soupc¸onnons la distance ge´ode´sique
d’avoir une efficacite´ re´duite sur ce type d’image.
Le deuxie`me tableau (tableau des images de textures 3.2) de re´sultats de PSNR montre
une ame´lioration quasi syste´matique et parfois tre`s nette pour la transforme´e en onde-
lettes ge´ode´siques. L’ame´lioration est re´gulie`rement proche, voir supe´rieure a` 3 dB. Nous
noterons que toutes les images de cette deuxie`me base sont en couleurs.
La dernie`re base d’images (images naturelles 3.3) est constitue´e d’images en niveaux
de gris et en couleurs. Encore une fois, les re´sultats obtenus montrent une ame´lioration
du PSNR pour les images couleurs et des re´sultats mitige´s pour les images en niveaux de
gris. Ils confirment le comportement constate´ sur les deux tableaux pre´ce´dents.
L’ensemble des PSNR obtenus semblent montrer une certaine ame´lioration du compor-
tement de la transforme´e dans le cadre d’un de´bruitage des images couleurs. Les re´sultats
sur les prises de vue ae´riennes sont a` ce propos plutoˆt encourageants (voir tableau 3.2).
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Image nc Format Ondelettes Ge´odelettes Image nc Format Ondelettes Ge´odelettes
1.1.01 1 512x512 20.8742 20.6121 1.1.02 1 512x512 22.9494 23.12
1.1.03 1 512x512 22.3009 22.3004 1.1.04 1 512x512 22.8684 23.2254
1.1.05 1 512x512 23.5749 24.0923 1.1.06 1 512x512 21.4184 21.6893
1.1.07 1 512x512 23.2719 23.7951 1.1.08 1 512x512 25.4958 25.4135
1.1.09 1 512x512 24.7452 24.072 1.1.10 1 512x512 23.6188 24.0886
1.1.11 1 512x512 23.9164 24.5339 1.1.12 1 512x512 24.3408 24.3387
1.1.13 1 512x512 23.4745 23.8738 1.2.01 1 512x512 19.3528 17.8927
1.2.02 1 512x512 20.9138 20.4968 1.2.03 1 512x512 19.6996 17.9534
1.2.04 1 512x512 19.4926 15.6537 1.2.05 1 512x512 18.9658 18.5803
1.2.06 1 512x512 18.7004 16.8299 1.2.07 1 512x512 19.233 18.0798
1.2.08 1 512x512 21.1243 17.5985 1.2.09 1 512x512 21.4742 18.6648
1.2.10 1 512x512 21.2206 19.4243 1.2.11 1 512x512 19.9396 19.2143
1.2.12 1 512x512 19.9032 19.6596 1.2.13 1 512x512 21.6994 21.1308
1.3.01 1 1024x1024 23.7489 24.0035 1.3.02 1 1024x1024 24.3003 24.6372
1.3.03 1 1024x1024 24.8366 24.7016 1.3.04 1 1024x1024 22.7841 23.1178
1.3.05 1 1024x1024 23.2084 23.4763 1.3.06 1 1024x1024 23.9466 24.2909
1.3.07 1 1024x1024 25.1609 25.2108 1.3.08 1 1024x1024 26.2818 25.7896
1.3.09 1 1024x1024 25.7708 24.3014 1.3.10 1 1024x1024 25.7236 25.2343
1.3.11 1 1024x1024 25.0569 25.245 1.3.12 1 1024x1024 24.9334 24.8607
1.3.13 1 1024x1024 24.8516 25.0555 1.4.01 1 1024x1024 25.0708 25.1207
1.4.02 1 1024x1024 25.1326 24.9578 1.4.03 1 1024x1024 25.5018 25.2863
1.4.04 1 1024x1024 26.1066 25.6829 1.4.05 1 1024x1024 25.5789 25.1621
1.4.06 1 1024x1024 25.6528 25.5818 1.4.07 1 1024x1024 25.4561 25.4113
1.4.08 1 1024x1024 25.836 25.6832 1.4.09 1 1024x1024 24.1592 24.0037
1.4.10 1 1024x1024 23.7637 24.2626 1.4.11 1 1024x1024 22.8433 23.4254
1.4.12 1 1024x1024 23.3632 23.9907 1.5.01 1 512x512 26.1268 25.7624
1.5.02 1 512x512 22.0287 20.0545 1.5.03 1 512x512 24.4382 24.6993
1.5.04 1 512x512 23.6949 23.7935 1.5.05 1 512x512 25.5746 25.0831
1.5.06 1 512x512 26.205 25.7627 1.5.07 1 512x512 23.519 24.0738
Table 3.1: Tableau de PSNR des images de textures.
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Image nc Format Ondelettes Ge´odelettes Image nc Format Ondelettes Ge´odelettes
2.1.01 3 512x512 23.694 23.7661 2.1.02 3 512x512 22.6422 21.3552
2.1.03 3 512x512 26.0287 27.6277 2.1.04 3 512x512 23.6852 23.8181
2.1.05 3 512x512 24.6992 25.3561 2.1.06 3 512x512 23.5568 23.4071
2.1.07 3 512x512 25.6325 26.9908 2.1.08 3 512x512 25.801 28.5575
2.1.09 3 512x512 26.4827 29.2987 2.1.10 3 512x512 24.8861 25.9962
2.1.11 3 512x512 25.3628 27.9725 2.1.12 3 512x512 25.1748 26.8276
2.2.01 3 1024x1024 23.5373 23.2184 2.2.02 3 1024x1024 26.622 29.3057
2.2.03 3 1024x1024 26.1727 29.0456 2.2.04 3 1024x1024 24.941 25.997
2.2.05 3 1024x1024 24.5278 25.5919 2.2.06 3 1024x1024 26.6945 29.8314
2.2.07 3 1024x1024 26.2631 28.9867 2.2.08 3 1024x1024 23.6826 23.3973
2.2.09 3 1024x1024 26.0147 27.8218 2.2.10 3 1024x1024 26.2874 28.5797
2.2.11 3 1024x1024 25.3974 27.3533 2.2.12 3 1024x1024 25.4844 26.9747
2.2.13 3 1024x1024 25.4217 27.0078 2.2.14 3 1024x1024 24.8722 26.1823
2.2.15 3 1024x1024 25.4859 26.7964 2.2.16 3 1024x1024 25.3424 27.0841
2.2.17 3 1024x1024 24.3491 25.3167 2.2.18 3 1024x1024 25.0512 26.2026
2.2.19 3 1024x1024 25.6656 27.6577 2.2.20 3 1024x1024 25.9509 28.4925
2.2.21 3 1024x1024 24.7943 25.5979 2.2.22 3 1024x1024 25.9351 27.7786
2.2.23 3 1024x1024 26.9083 30.0382 2.2.24 3 1024x1024 25.3785 26.9878
3.2.25 1 1024x1024 24.9255 24.8974
Table 3.2: Tableau de PSNR des prises de vue ae´riennes.
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Image nc Format Ondelettes Ge´odelettes Image nc Format Ondelettes Ge´odelettes
4.1.01 3 256x256 25.3797 27.5854 4.1.02 3 256x256 25.1697 26.9409
4.1.03 3 256x256 26.2618 28.4861 4.1.04 3 256x256 25.8379 27.0755
4.1.05 3 256x256 25.8349 26.5882 4.1.06 3 256x256 24.2875 23.3547
4.1.07 3 256x256 26.5962 29.8935 4.1.08 3 256x256 26.0421 28.643
4.2.01 3 512x512 26.6633 28.4475 4.2.02 3 512x512 25.1043 26.2029
4.2.03 3 512x512 22.5683 21.0048 4.2.04 3 512x512 25.8633 28.0058
4.2.05 3 512x512 26.0656 26.8878 4.2.06 3 512x512 24.8783 25.0753
4.2.07 3 512x512 25.6864 27.0131 5.1.09 1 256x256 25.5154 25.2084
5.1.10 1 256x256 23.2796 23.5215 5.1.11 1 256x256 26.875 25.2271
5.1.12 1 256x256 25.7921 24.7393 5.1.13 1 256x256 23.8909 17.6664
5.1.14 1 256x256 24.2714 24.5151 5.2.08 1 512x512 25.3428 24.0285
5.2.09 1 512x512 24.1804 24.0749 5.2.10 1 512x512 23.6623 23.8697
5.3.01 1 1024x1024 24.8975 24.8707 5.3.02 1 1024x1024 24.926 24.8834
7.1.01 1 512x512 25.5441 25.5299 7.1.02 1 512x512 26.8332 26.0799
7.1.03 1 512x512 25.6099 25.5293 7.1.04 1 512x512 25.5466 25.565
7.1.05 1 512x512 24.7735 24.9408 7.1.06 1 512x512 24.7574 24.9362
7.1.07 1 512x512 24.9454 25.1791 7.1.08 1 512x512 26.1469 25.7117
7.1.09 1 512x512 25.0917 25.2269 7.1.10 1 512x512 25.6706 25.6825
7.2.01 1 1024x1024 27.2975 24.0337 boat.512 1 512x512 25.2378 24.9153
elaine.512 1 512x512 25.9309 25.5201 gray21.512 1 512x512 26.3168 25.6161
house 3 512x512 25.0524 24.9126 numbers.512 1 512x512 23.6308 20.4159
Table 3.3: Tableau de PSNR d’un ensemble d’images naturelles.
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Par contre les re´sultats sur des images niveaux de gris, et surtout pour les images de
textures (tableau 3.1) ne montrent pas une ame´lioration fre´quente du PSNR. Ceci a` de´ja`
e´te´ discute´ dans le cadre de la reconstruction partielle et se confirme ici.
Tous ces re´sultats ne tiennent bien entendu pas compte de l’ame´lioration en terme
de qualite´ visuelle que nous avons illustre´ avec les images des figures 3.22, 3.23 ou 3.24.
Notre transforme´e en ondelettes est plutoˆt conc¸ue pour la prise en compte se´pare´e des
morceaux de fonctions continues. Elle souffre alors des meˆmes de´fauts que la transforme´e
en bandelettes : une trop forte modification des coefficients de la transforme´e risque de
faire e´merger des zones dont la valeur s’e´loigne fortement du reste de l’image. L’exemple
le plus flagrant sont les pixels de bruit isole´s qui restent apre`s reconstruction. Ils consti-
tuent, du point de vue de notre transforme´e, une singularite´ trop importante pour eˆtre
modifie´s par le seuillage et restent donc inchange´s apre`s de´bruitage. Ce proble`me met
en e´vidence le besoin de me´thodes pour remettre en cause la ge´ome´trie de´tecte´e lorsque
celle-ci correspond a` une image de´te´riore´e.
Nous allons maintenant e´tudier la deuxie`me application de restauration : la suppression
de l’effet de bloc.
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3.8.2 Suppression de l’effet de blocs
Nous allons proposer pour la suppression de l’effet de blocs une me´thode faisant in-
tervenir deux outils de´ja` rencontre´s :
– Le filtrage anisotrope permettant de simplifier la ge´ome´trie de l’image (vue en tant
que varie´te´) afin d’en faciliter l’extraction des singularite´s de taille importante.
– La reconstruction partielle d’une transforme´e en limitant le nombre des coefficients
de la transforme´e pour la reconstruction de l’image.
Nous allons donc construire notre me´thode de suppression de l’effet de blocs en filtrant
en premier lieu l’image de´te´riore´e a` partir du filtrage anisotrope propose´ par Perona et
al. [52]. Cette me´thode permet de lisser l’image sans de´te´riorer les contours de l’image.
Par contre, elle supprime la majeure partie de la texture de l’image. Nous allons donc
utiliser la transforme´e en ondelettes ge´ode´siques pour restituer cette texture. Le but est
e´galement de ne pas restituer l’effet de bloc.
Nous allons ensuite appliquer la transforme´e en ondelettes ge´ode´siques. La premie`re
e´tape va nous permettre d’obtenir une ge´ome´trie de l’image qui ne sera pas influence´e par
l’effet de blocs. Cette ge´ome´trie correspondra a` l’ensemble des distances ge´ode´siques as-
socie´ a` notre image filtre´e. La de´marche est similaire a` la de´tection des contours de l’image
pre´alable a` la construction des bandes de la transforme´e en bandelettes. Nous simplifions
la ge´ome´trie de l’image pour e´viter au mieux de prendre en compte la de´te´rioration dans
la ge´ome´trie de l’image. Nous utilisons ensuite cette ge´ome´trie ”simplifie´e” de l’image
pour obtenir les coefficients de la transforme´e en ondelettes ge´ode´siques (un peu sur le
mode`le de tests ou` nous avons interverti les ge´ome´tries).
C’est a` partir de cette e´tape qu’intervient la deuxie`me phase : la reconstruction par-
tielle du signal. Nous allons pour cela e´liminer 60% des coefficients de la transforme´e en
ondelettes ge´ode´siques applique´ a` l’image de´te´riore´e. Le but est de supprimer les contours
fantoˆmes de l’effet de blocs, sans pour autant supprimer la texture qui pourrait rester
dans l’image. Le nombre de coefficients a` conserver est pour le moment choisi de manie`re
empirique. Il permet ne´anmoins d’illustrer le potentiel de la me´thode.
Une fois ces coefficients e´limine´s, nous obtenons l’image restaure´e a` partir de ces
coefficients et des distances ge´ode´siques de l’image dont nous avons simplifie´ la ge´ome´trie.
Le premier test sur l’image Metaballs (figure 3.27) donne de tre`s bons re´sultats.
L’image filtre´e semble mieux restaure´e que notre re´sultat final mais cela tient a` la fac¸on
dont la DCT traduit les contours qui est ensuite interpre´te´ comme de la texture par la
dernie`re e´tape et par conse´quent est restitue´.
Le deuxie`me re´sultat (figure 3.28) est e´galement bon : les contours sont e´galement
conserve´s et cette fois-ci, la dernie`re e´tape, en restituant la texture, restitue un meilleur
contraste de l’image. Encore une fois, le motif produit par la DCT autour des contours
revient apre`s la dernie`re e´tape, mais ils sont la condition qui nous permet de restituer la
texture des zones uniformes.
Le dernier re´sultat (figure 3.29) nous donne de tre`s bons re´sultats si nous prenons en
compte la conservation des contours et la restitution de la textures. La texture est certes
un peu moins contraste´e que dans l’image de´te´riore´e mais, comme pour le motif autour
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(a) (b) (c)
Figure 3.27: Suppression de l’effet de bloc en modifiant la ge´ome´trie de l’image. (a) L’image
de´te´riore´e PSNR = 32.7023 dB. (b) L’image de ge´ome´trie simplifie´e PSNR = 31.1649 dB. (c)
L’image restaure´e PSNR = 31.5794 dB.
(a) (b) (c)
Figure 3.28: Suppression de l’effet de bloc en modifiant la ge´ome´trie de l’image. (a) L’image
de´te´riore´e PSNR = 27.8614 dB. (b) L’image de ge´ome´trie simplifie´e PSNR = 27.6193 dB. (c)
L’image restaure´e PSNR = 28.1235.
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(a) (b) (c)
Figure 3.29: Suppression de l’effet de bloc en modifiant la ge´ome´trie de l’image. (a) L’image
de´te´riore´e PSNR = 21.6335 dB. (b) L’image de ge´ome´trie simplifie´e PSNR = 20.6316 dB. (c)
L’image restaure´e PSNR = 21.401 dB.
du contour, nous devons faire des concessions si nous voulons obtenir la suppression de
l’effet de bloc et garder les de´tails de l’image (contours et textures).
Les re´sultats obtenus pour la suppression de l’effet de blocs sont convaincants mais
pour beaucoup, il sont principalement duˆ a` l’utilisation du filtrage anisotrope sur lequel
la transforme´e en ondelettes ge´ode´siques s’appuie pour de´finir une ge´ome´trie simplifie´e de
l’image.
Il reste a` e´tudier les possibilite´s qu’offrirait la modification directe des distances
ge´ode´siques de´finissant la ge´ome´trie de l’image. Le but serait de s’affranchir du filtrage
anisotrope et ainsi gagner en liberte´ quand a` la direction que prendrait la modification
de la ge´ome´trie repre´sente´e par les distance ge´ode´siques.
3.9 Analyses et critiques
Nous avons introduit une transforme´e en ondelettes ge´ome´trique adaptative s’ap-
puyant sur le sche´ma de Cohen-Daubechies-Feauveau (2, 2), le filtrage bilate´ral, la distance
ge´ode´sique d’un signal vue comme une varie´te´ et des treillis quinconces entrelace´s. Ceci
nous a permis, a` travers la distance ge´ode´sique, de prendre en compte la ge´ome´trie de
l’image. En effet, la distance ge´ode´sique propose une mesure pour re´pondre a` la ques-
tion : ”Les deux pixels a et b de l’image appartiennent-ils a` la meˆme zone uniforme ?”.
En re´pondant a` cette question, la distance permet de re´pondre a` la question qui nous
inte´resse plus particulie`rement : ”Existe-t-il une singularite´ entre le pixel a et le pixel b ?”.
Les premiers re´sultats montrent un comportement de la transforme´e tre`s inte´ressant
qui illustre la manie`re tre`s particulie`re dont est tourne´ le proble`me. Ils montrent notam-
ment une forme de segmentation qui s’adapte aux motifs de l’image dont la taille varie du
pixel a` des zones tre`s importantes. L’originalite´ de cette transforme´e est qu’elle ne s’adapte
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pas a` la ge´ome´trie en utilisant une estimation d’un champ de direction des gradients de
l’image mais bien en de´finissant une forme de segmentation irre´gulie`re de l’image.
Les re´sultats que nous avons pre´sente´s montrent que la pre´cision de la de´tection des
singularite´s peut agir au de´savantage de l’application vise´e : certains pixels bruite´s sont
conside´re´s comme des singularite´s a` part entie`re que la transforme´e conserve au cours
du processus de restauration. Ce proble`me, en lien avec une meilleure conservation des
contours, nous a pousse´ dans le cadre du de´bruitage, a` augmenter le´ge`rement le seuil pour
diminuer le bruit ”poivre et sel” obtenu en fin de restauration. Cette premie`re solution
nous a permis d’obtenir des re´sultats tre`s inte´ressants pour les images couleurs.
Pour l’application de suppression de l’effet de bloc, notre transforme´e nous permet de
nous rapprocher d’une solution permettant de conserver au mieux la texture de l’image
tout en supprimant les contours fantoˆmes des blocs de la DCT. Ces objectifs sont pourtant
des objectifs contradictoires puisque les contours que nous e´liminons sont des singularite´s
au meˆme titre que la texture que nous souhaitons conserver.
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Conclusion - Perspectives
L’objectif de cette the`se e´tait l’e´tude des transforme´es en ondelettes ge´ome´triques.
Nous avons pre´sente´ le large e´ventail de de´compositions possibles afin de pre´ciser la
cate´gorie dans laquelle s’inscrivent les transforme´es en ondelettes que nous avons de´finies :
les transforme´es en ondelettes ge´ome´triques adaptatives.
La premie`re transforme´e que nous avons e´tudie´e est la transforme´e en bandelettes de
premie`re ge´ne´ration. Cette transforme´e exploite la de´tection de l’ensemble des contours
de l’image pour construire des bandes. Ces bandes sont a` leur tour le support de la
construction de fonctions d’ondelettes adapte´es aux contours. Nous avons propose´ une in-
terpre´tation prenant directement en compte les contraintes lie´es au passage sur un sche´ma
nume´rique. L’analyse de cette transforme´e a e´te´ dirige´e vers une exploitation dans le cadre
de la restauration d’image. Nous pre´sentons des re´sultats issus de la confrontation de
cette transforme´e aux applications de de´bruitage et de suppression de l’effet de blocs. Les
re´sultats obtenus pre´sentent une ame´lioration en terme de PSNR et d’aspect visuel, pour
le de´bruitage. En revanche la restauration concernant l’effet de blocs, nous donne des
re´sultats plus mitige´s : la me´thode propose d’utiliser la prise en compte des contours de
la transforme´e en bandelettes pour effectuer un filtrage de l’image adapte´ aux contours.
Le proble`me est que son utilisation, meˆme si elle respecte les contours, laisse trop peu de
de´tails pour que la restauration apporte une re´ponse efficace, notamment pour les images
contenant de la texture. En fait, dans le cadre de nos applications, il nous reste a` ame´liorer
l’estimation de nos seuils : il nous faut de´finir des seuils prenant en compte l’isolement
des diffe´rentes bandes.
Nous avons alors e´mis l’hypothe`se que la faiblesse de nos restaurations e´tait en par-
tie due au manque de souplesse de la description des singularite´s a` travers les contours.
Nous avons donc propose´ d’introduire la notion de varie´te´. Dans le cadre de notre trans-
forme´e, ce qui nous inte´resse a` travers les varie´te´s est la description de la forme d’un
ensemble fini et e´galement l’introduction d’un concept issu de la topologie de la varie´te´ :
il y a une remise en cause possible de la distribution des composantes connexes du signal
en fonction du choix de la topologie associe´e a` l’ensemble. Nous avons alors tout parti-
culie`rement e´tudie´ les distances ge´ode´siques entre e´chantillons issus d’une mode´lisation
de notre ensemble par les varie´te´s. Ces distances ge´ode´siques ont ensuite e´te´ le support
de notre sche´ma de lifting traduisant une forme de filtrage bilate´ral qui nous permet de
prendre en compte la ge´ome´trie de l’image. La transforme´e en ondelettes ge´ode´siques met
en valeur les singularite´s a` travers des zones dont la taille et la forme sont tre`s variables.
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Il n’y a pas de de´pendance a` une e´paisseur de bande ou a` tout autre postulat induit par
une mode´lisation de la ge´ome´trie de l’image par les contours. En fait chaque coefficient
d’ondelettes ou d’e´chelle est associe´ a` une fonction particulie`re (conse´quence logique de
l’adaptabilite´ de la transforme´e) dont la forme peut eˆtre tre`s variable puisqu’elle peut
aller du simple pixel a` une taille maximale de´finie par le support de la fonction issue du
sche´ma Cohen-Daubechies-Feauveau en version non adaptative. Chaque fois qu’une e´tape
de pre´diction ou de mise a` jour du sche´ma de lifting est applique´e, se dessine la forme du
support de la fonction : les distances ge´ode´siques indiquent en quelque sorte les limites
de ce support.
Nous avons encore une fois confronte´ la transforme´e e´tudie´e aux applications de
de´bruitage et de suppression de l’effet de blocs. Les re´sultats sont mitige´s dans le cadre
du de´bruitage, mais dans l’ensemble prometteurs, surtout en ce qui concerne les images
couleurs. Nous expliquons le manque de re´sultats par une raison principale : contraire-
ment a` la premie`re transforme´e pre´sente´e, nous n’avons pas applique´ de me´thodes per-
mettant de modifier la ge´ome´trie de´tecte´e (elle correspond a` la ge´ome´trie de l’image
de´te´riore´e). Le deuxie`me proble`me provient de la structure meˆme de la transforme´e puis-
qu’il est la conse´quence de l’adaptabilite´ des supports. Cette structure est encore dif-
ficile a` appre´hender, notamment par rapport a` l’e´nergie associe´e a` chaque coefficient,
e´tant donne´es les variations de support correspondant a` chaque fonction d’analyse et de
synthe`se.
La premie`re perspective est donc la rectification du sche´ma de lifting afin de prendre
en compte la correspondance entre la taille du support et l’e´nergie que doit repre´senter ce
coefficient. Nous avons en effet une reconstruction parfaite et des applications relativement
efficaces de cette transforme´e mais une grande partie des limites que nous avons mises
en e´vidence provient du non respect de la conservation de l’e´nergie que nous avons pu
constater sur les coefficients d’ondelettes.
Ensuite nous souhaitons construire des me´thodes de traitement de la ge´ome´trie avant
reconstruction. L’ide´e serait de conside´rer les ponde´rations implique´es dans les sche´mas
de lifting et issues des distances ge´ode´siques, comme des vecteurs (4 ponde´rations par
coefficient pour de´finir les e´tapes de pre´diction ou de mise a` jour). Ces champs de vec-
teurs devraient ensuite eˆtre modifie´s en fonction de la mode´lisation du signal prenant en
compte des a priori ge´ome´triques. Dans ce cadre, nous pensons plus particulie`rement aux
me´thodes propose´es par Druon et al. [35].
L’e´volution suivante serait de remettre en cause la me´thode utilise´e pour calculer les
distances ge´ode´siques. Graˆce a` la de´finition de cette nouvelle transforme´e, nous avons
beaucoup diminue´ la taille minimale des singularite´s prises en compte (elle correspond
a` 1 pixel). Nous pourrions imposer une surface minimale plus grande des supports de
fonctions d’analyse et de synthe`se, tout en pre´servant la pre´cision pour la de´finition de la
forme de ces supports. L’ide´e serait donc, en amont, de construire une distance ge´ode´sique
approxime´e a` partir d’une segmentation grossie`re de l’image. A` travers la segmentation,
nous pouvons retranscrire la construction des composantes connexes du signal. Nous se-
rions sur une construction binaire de nos supports. En effet, si nous conside´rons chaque
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zone de´finie par la segmentation comme une composante connexe du signal, avec toutes
les conse´quences que cela implique au niveau de la distance ge´ode´sique, nous aboutirions
a` une construction de plusieurs transforme´es en ondelettes inde´pendantes, ne partageant
aucune de leurs informations a` une e´chelle donne´e. La se´paration des informations peut
eˆtre limite´e a` une e´chelle car nous pourrions remettre en cause la segmentation a` chaque
nouvelle e´chelle de la transforme´e, tout comme nous reconstruisons la distance ge´ode´sique
sur chaque e´chelle de la transforme´e ge´ode´sique.
Une dernie`re perspective re´side dans une ame´lioration des traitements sur l’ensemble
des coefficients d’ondelettes pour les deux applications et les deux transforme´es envi-
sage´es. Nous avons uniquement mis en oeuvre l’ame´lioration de la prise en compte de la
ge´ome´trie dans nos transforme´es. Nous pourrions e´galement explorer diffe´rentes me´thodes
d’estimation sur l’ensemble des coefficients de bandelettes ou d’ondelettes ge´ode´siques.
Nous pourrions par exemple essayer de transposer l’estimation locale de l’e´cart-type de
la distribution des coefficients [17] pour ces transforme´es afin d’ame´liorer les re´sultats
de de´bruitage. En fait, il serait inte´ressant de construire une me´thode d’estimation de
l’e´cart-type des coefficients de bandelettes par bandes : le risque a` prendre en compte est
celui d’obtenir des estimations trop diffe´rentes d’une bande a` l’autre risquant de mener a`
des re´sultats de restauration faisant apparaˆıtre ces bandes.
Nous avons donc, a` travers ces deux transforme´es, entrevu les approches utilise´es
pour adapter une transforme´e a` la ge´ome´trie de l’image : soit nous de´formons l’ensemble
pour en ame´liorer le traitement par la transforme´e en ondelettes se´parables (voir par une
transforme´e en ondelettes 1D), soit nous construisons un ensemble de fonctions d’analyse
et de synthe`se non se´parables (le sche´ma de lifting devenant pour le coup indispensable a`
une application raisonnable de la transforme´e). Les deux approches permettent d’obtenir
une vision assez globale des transforme´es en ondelettes adaptatives. Ces me´thodes sont, de
par leur pluridisciplinarite´ (par les me´thodes ne´cessaires a` l’identification de la ge´ome´trie
de l’image) et leur manipulation des concepts de temps, fre´quence, espace et e´chelle, un
point de vue tre`s enrichissant pour aborder le traitement d’image. Nous allons donc nous
attacher a` la mise en oeuvre de ces diffe´rentes perspectives, et plus particulie`rement celles
concernant la transforme´e en ondelettes ge´ode´siques pour profiter de la liberte´ qu’elle offre
dans la description de la ge´ome´trie de l’image. Cette liberte´ va par exemple nous permettre
d’envisager l’exploitation d’une transforme´e en ondelettes ge´ome´triques adaptatives sur
des images texture´es.
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Ondelettes ge´ome´triques adaptatives : vers une utilisation de la distance
ge´ode´sique
Re´sume´ : La transforme´e en ondelettes a e´te´ introduite ces dernie`res anne´es dans le domaine
du traitement des donne´es multime´dia car elle permet une repre´sentation compacte des infor-
mations. Cette transforme´e conc¸ue initialement pour les signaux 1D, ne s’appuie pas sur les
spe´cificite´s des signaux 2D. Afin de prendre en compte ces spe´cificite´s, plusieurs transforme´es
en ondelettes ge´ome´triques ont e´te´ propose´es : nous en e´tudions deux propositions dans cette
the`se. Plus particulie`rement, nous allons pre´senter deux transforme´es en ondelettes ge´ome´triques
adaptatives, c’est a` dire, deux transforme´es en ondelettes dont l’ensemble des fonctions d’ana-
lyse et de synthe`se est de´fini a` partir de l’identification des singularite´s de l’image. La premie`re
transforme´e, de´finie par Le Pennec, s’appuie sur une de´tection des contours pour extraire et
traiter se´pare´ment des bandes de l’image. La deuxie`me transforme´e s’appuie quand a` elle, sur
un ensemble de mesures de la distance ge´ode´sique spe´cifique au signal traite´. Cet ensemble de
mesures est ensuite exploite´ a` travers un sche´ma de lifting ponde´re´. Ces deux transforme´es sont
confronte´es aux applications de suppression de bruit et de suppression de l’effet de bloc lie´ a`
la compression JPEG. Nous commenterons ces re´sultats afin de mettre en e´vidence les apports
ainsi que les limites de ces approches.
Adaptive geometrical wavelets : to geodesic distance use
Abstract : Wavelets transform has been introduces last years in the domain of multimedia
data processing because they enable a sparse information representation. This transform initially
conceived for one dimensional signals, do not use two dimensional signal’s specificities. In order
to take into account these specificities, several geometrical wavelets transforms have been pro-
posed : two propositions are studied in this thesis. More particularly, we introduce two adaptive
geometrical wavelets transforms, i.e., two geometrical wavelets transforms which analysis and
synthesis functions are defined once singularities of the image are identified. First transform,
defined by Le Pennec, is based on the detection of edges of the image to extract and process
separately strips of the image. The second transform is based on a set of measures of geodesic
distance specific to the treated signal. This set is then used in a weighted lifting scheme. Both
transform are confronted to the suppression of noise and to the suppression of block effect due
to JPEG compression. We will comment these results in order to emphasize gains and limits of
both approaches.
Mots-cle´s : Ondelettes, bandelettes, distance ge´ode´sique, de´bruitage, effet de blocs
Discipline : Traitement du signal et des images.
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